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imovuccioN
La p/L^6&nte tzctuKa zi ^auto dz ta az^tzxtân z^zztuada a lo taK
go dz zàtoi dtttmoA afioA Aobfiz atgunaé pAoptzdadzA quz apaAzczn zn dz-
tzAmtnadoA pAobtzmaA.
La Azdacctân dz ztzAtoA Az&uttadoA obtzntdoi duAantz zia Az^tz- 
xtân Z6, poA tanto, zt objzto dz ta mzmoAla quz ahoAa pAzAzntamoA.
En zoncAzto, hzmoA ^tjado nuzAtAa atznztffn zn zt z&tudio dz dz
tzAmtnada& pAoplzdadzA quz puzdzn apaAzczA cuando AobAz atguncA pAobtz 
maA no ttnzatzA a z ttznzn AZAuttadoA dz compaAactân. Como modztoA Az 
han tornado taA zcuactonzA dz Hamttton-Jacobt-Bzttman con obAtdcuto,
sup ( A ( x , v)u(x) - f(x ,v)} j< 0, X G ,
V G V
(a) u(x) 5  ij;(x) , X 6 R ^ ,
(u(x) - t()(x)) . sup { A (x,v)u(x) - f ( x ,v)} = 0, x G R ^ ,
v G  V
dondz A(v) ZA una (^amttta dz opzAadoAZA dt{^ZAznztatzA dz Azgundo oA- 
dzn, paAa zt caAo zAtactonaAto, y zcuactonzA dz ta ^oAma
u^(t, x) + e ( - F ( D ^ u , D u , u , x )  ) 3  0, 0 < t, x 6 S2
(b)
u(0,x) = Ug(x) X G n
con dtvzAAaA ctaAZA dz condtctonzA dz contoAno, paAa zt caAo dz zvotu- 
ctân. La vzAt^tcactân dz pAop-izdadzA dz t-Cpo pAtnctpto dzt mdxtmo, 
pzAmttz obtznzA AzAuttadoA dz compaAactân AobAz amboA,
St tntzApAztamoA [a.] y tb) zn tiAmtnoA dz la. PAogAamactdn V t n d - 
mtca zncontAamoA ana Aztaztôn zntAZ amboA pAoblzmaA.
A. LaA zcufactonzA dz H am tit on-3 a g o  bl - B zttman, zonAtttayzn an 
zjzmplo claAt^taadoA dz an hzcho atAazttvo quz ka mzAzctdo la atznztdn 
dz numzAoAoA matzm&ttzoA zn loA dlttmoA ttzmpoA, BAtz ZA zt Atgutzntz: 
dtvzAAaA dtAztpttnaA, zomo taA BcuactonzA zn VzAtvadaA PaAztatzA dz Az­
gundo oAdzn y toA pAobtzmaA unttatzAatzA dz una poAtz, y toA pAobtzmaA 
dz zontAot zAtozdAttzoA y toA dz ttzmpoA dz paAada poA otAa han Atdo 
zonAtdzAadoA duAantz baAtantz ttzmpo zomo pzAtznzztzntzA a zampoA dtA- 
ttntoA y AZ han dzAaAAottado may tndzpzndtzntzmzntz. Stn zmbaAgo, zn- 
tAz zttoA zxtAtz una zAtAzzha Aztaztân quz toA znAtquzzz mutuamzntz.
Una dztattada zxpoAtztân dz zAtz ^znâmzno puzdz znzontAaAAZ zn toA tzx 
toA dz A. BznAonAAan-J.L. LtonA |IO|,|/I|, d dz W.H. Ptzmtng-P. PtAhzt 
\42\, quz poA Au natuAatzza dtddzttza paAamoA a zomzntaA.
Ba btzn zonoztdo, z6mo zt mdtodo dz taA zaÀaztzAtAttzaA, pzAmt 
tz zxpAZAaA dz ^oAma zxpttztta la Aotuztdn dz una zzuaztSn htpzAbôtt- 
za ttnzat dz pAtmzA oAdzn a paAttA dz una £unzt6n AobAz taA tAayzzto- 
AtaA zaAaztZAtAttzaA. Puza btzn, paAa taA B.V.P. dz Azgundo oAdzn zttp 
ttzaA 0 paAabdttzaA zA poAtbtz pAozzdzA dz ^oAma andtoga, pzAo ahoAa 
taA tAayzztoAtaA zaAaztzAlAttzaA Aon pAozzAOA zAtozdAttcoA.
PaAa taA zzuaztonzA no ttnzatzA ZA poAtbtz AzgutA an mitodo dz- 
Atvado dzt dz Hamttton-Jazobt dz zt zdtzuto dz vaAtaztonzA. RzzudAdzAZ 
quz attt zt mttodo dz Hamttton-Jazobt zonduzta a una zzuaztdn htpzAbd- 
ttza no ttnzat. Extzndtzndo tat mdtodo a ta tzoAta dz zontAot ZAtozdA-
ttco apaAzczn zcuactomA cuaAtttmalcA. Ftnatmznte, za btzn Aabtdo quz 
ctzAtaA InzcuactonzA VaAtactonatzA, quz u aZ mtAtno zonAtttuyzn pAobtz­
maA no ttnzatzA, poAzzn una tntzApAztactân pAobabtttAttca Izn ZAtoA ca 
AOA AZ ttznz an pAobtzma dz zontAot zuya vaAtabtz dz dzztAtôn zA un 
ttzmpo dz paAada].
En zt pAtmzA zapttuto obAZAvaAzmoA zomo taA zzuaztonzA la] Aon 
una zaAaztzAtzaztân anattttza dz ta Aotuztân dz un pAobtzma dz zontAot 
zAtozÜAttzo, zAto ZA, dz un pAobtzma dz contAot âpttmo AobAz Aotuzto- 
nzA dz EzuaztonzA Vt^zAznztatzA EAtozdAttzaA. Poa tanto, zA poAtbtz 
anadtA a taA tdzntzaA dztzAmtntAtaA AobAz (a) otAaA nuzvaA dzbtdaA a u 
tntzApAztaztén pAobabtttAttza, to quz pzAmttz pAo^undtzaA gAandzmzntz 
AobAz ta natuAatzza dz tat pAobtzma. Un zjzmpto dzt znAtquzztmtznto 
quz apoAta zt zonAtdzAaA ambaA tézntzaA to zonAtttuyz ta juAtt^tzaztdn 
AtguAoAa dz toA aAgumzntoA dz ta PAogAamaztdn Vtndmtza quz AZ zmptza- 
ban hzuAtAttzamzntz AobAz dztzAmtnadoA pAobtzmaA dz zontAot. Como tndt 
cdbamoA, (a] zA ta zaAaztzAtzaztân dz ta Aotuztân dz un pAobtzma dz zon
tAot zAtozdAttzo
u(x) = inf (B^)
®x
dondz ZA zt junztonat dz zoAtz y ta vaAtabtz dz dzztAtân.
Obvtamzntz AZ obAZAva ta zonvzntznzta dz zaAaztzAtzaA atgdn zontAot â^ 
ttmo ZA dzztA, atguna vaAtabtz dz dzztAtân paAa ta quz
u(x) = (8^) .
Tat zaAaztzAtzaztân zA poAtbtz zn tâAmtnoA dzt zonjunto dz zotnztdzn- 
zta, zntAz u y ij [AzzuéAdzAz ta zxpAzAtân la]].
- iv -
La apoAtactân quz aqut pAZAzntamoA zonititz zn ZAtZ/naA, bajç 
zondtctonzA quz podzmoA conAtdzAaA âpttmaA, zt conj'unto dz cotnctdzn 
cta. Poa tanto, nuzAtAoA AZAuttadoA pzAmttzn zAttmaA zn atgdn Azntt 
do quz AZ pAzztAŒAd zt zontAot âpttmo
LaA tâzntzaA quz zmptzaAzmoA Aon totatmzntz dztzAmtntAtaA y 
zonAtAtzn pAtnztpatmzntz zn uttttzaA AzAuttadoA dz zpmpaAaztân AobAz 
ijunztonzA baAAZAaA adzzuadaA a nuzAtAOA pAopâAttoA.
Como ZA natuAat, nuzAtAoA AZAuttadoA Aon vdttdoA paAa taA Inz- 
zuaztonzA VaAtaztonatzA zon obAtdzutoA y poA tanto dz gAan uttttdad 
bAz pAobtzmaA dz ttzmpoA dz paAada. AdzmdA, zn zAtz caAo AZ obttznzn Az 
AuttadoA paAa zondtztonzA dz zontoAno dz muij dtvzAAa natuAatzza.
Et tntzAâA dz ZAtoA AzAuttadoA puzdz a z a muy gAandz, habtda 
zuznta dz ta apttzabtttdad quz ta tzoAta dz zontAot zAtozdAttzo o^Az- 
zz a zampoA tan dtvzAAOA zomo taA CtznztaA KzAozApactatzA, pAoczAoA 
dz zontAot tnduAtAtat, MatzmdttzaA zzonâmtcaA, ztc. Una zxpoAtctân dz­
tattada dz ZAZ zampo dz apttcactonzA puzdz zncontAaAAZ zn W.H. Ftzmtng-
R. RtAkzt \42\, P. Van HozAbzkz |79|, V.J. Whttz \S0\, ztc.
Una Aznzttta obAZAvaztân dz (a) conducz a conAtdzAaA
tz como un zjzmpto dz un caAo mdA gznzAat, taA JnzcuactonzA no cuaAttt-
nzatzA,
Au(x) - F (D^u , Du , u ,x) 0,
c) u(x) _< i(;(x) ,
(u(x) - tpCx)) . (Au (x) - F ( D ^ u , D u , u , x ) )  <= 0,
poA to qa& ^t pAo^zAoA P.L. Ltoni mz AugtAtô zxtzndzA a ZAta& nazvaA 
tnzcuactonzA toA AZAattadoA obtzntdoA AobAZ lal.
B. LaA EcuactonzA no zuQ.AtttnzatzA, tambtdn ttamadaA comptzmzntz no tt­
nzatzA , ( F ( D ^ u , D u , u , x )  = 0) han Atdo tAatadaA poA nuwzAoAOA autoAzA. 
AaZ, paAa zt zaAO n =2 Aon zonoctdoA toA tAabaJoA dz C. MtAanda \66\
0 R. CouAant -V. HttbzAt \21\, mtzntAaA quz paAa zt caAo mdA gznzAat 
una zxpoAtctân AobAz zAtaA zcuaztonzA puzdz zncontAaAAz zn J. V.Sk^ijpntk 
1771 0 zn L.C. EvanA-P.L. LtonA 1401. OtAoA autoAzA han zmptzado zAtz 
ttpo dz zzuaztonzA at zAtudtaA ctzAtaA pAoptzdadzA IvtaAz poA zjzmpto
C. Pucct 1731, M.H. PAottzA-H.F. WztnbzAgzA |7Z|, L.C, EvanA |37|, V. 
KtndzAtzhAzA - L. NtAzmbzAg - SpAuck |5/|, |52|).
Stn zmbaAgo, no zAa conoctda zn ta tttzAatuAa ntnguna Az^zAzn- 
cta gznzAat AobAz taA tnzcuactonzA (c). PoA tanto paAa aboAdaA AzAutta 
doA dz cotnctdzncta zntAZ u ij ip ha Atdo tmpAZActndtbtz AotuctonaA 
pAzvtamzntz taA tnzzuactonzA (c). Etto conAtttuyz zt pAtnctpat z a ^u z a 
zo dzt capttuto II.
EAta taAza Az ha ttzvado a cabo zxtzndtzndo, zon taA modt^tca- 
ctonzA pAzctAaA, dztzAmtnadaA técntcaA pzcuttaAmzntz ôpttmaA quz habtan 
Atdo zmptzadaA zn taA zzuaztonzA dz Hamttton-Jazobt-Bzttman Atn obAtd­
cuto. En ZAtz Aznttdo, ha Atdo paAttzutaAmzntz tmpoAtantz ta adaptaztdn 
dz toA tAabajoA dz L.C. EvanA 137 1, L.C. EvanA -A, pAtzdman \4T\, L.C. 
EvanA - P.L. LtonA \40\, aAt zomo toA dz P.L. LtonA 16 2 1, zotzcztonadoA 
zn AU ttAtA dz EAtado.
LaA tdzntzaA zApzzt^tzaA quz Az han zmptzado Aon dz muy dtvzAAa
tndolz, dzAdz laA zldAlzaA zAttmaztonzA "a pAtoAt", hcLAta. tat mdA a z - 
ztzntzA dz ta tzoAta no ttnzat dz AzmtgAupoA.
LaA tnzzuactonzA [z] guaAdan un '*ttgzAo" paAzztdo zon taA Ine- 
cuaztonzA VaAtaztonatzA, poA to quz Az ha tornado a atgunaA pAoptzdadzA 
dz ZAtaA zomo un modzto dz pAoptzdadzA quz dzbzAtan vzAt^tzaA aquzttaA. 
Stn zmbaAgo, ta dt^zAznzta zA muy gAandz, baAta pzntaA zn ta "buzna" 
ioAmutaztôn vaAtaztonat ^Azntz a (c) quz Adto admtttAd {oAmataztonzA 
zn tiAmtnoA dz pAoduztoA Azmt-tntzAtoAZA.
Ftnatmzntz, y tat zomo zAa nuzAtAo objzttvo tntztat Az ha zAtt 
mado zt conjunto dz cotnctdzncta dz u y tp.
LaA tnzzuactonzA (cl Az han zAtudtado dz una ^oAma Aznzttta, 
poA zjzmpto Aupontzndo 7 adzzuadamzntz AzgutaA, vzAt^tzando zondtzto^ 
nzA dz zttpttztdad ^uzAtz, ztz. En pAôxtmoA tAabajoA AZ aboAdaAd zt dz 
bttttamtznto dz ZAtaA htpdtzAtA.
C. En zt zaAo zn quz BCr) = = max(r,0) ta zzuaztân (b) Atgz mode-
toA quz cazn dzntAo dz taA zzuaztonzA dz Hamttton-Jazobt-Bzttman, Atn 
obAtdcutoA, dz zvotuztân, poA to quz zt zAtudto dz dztZAmtnadaA pAoptz 
dadzA AobAz ztta ha Atdo tntAoduztdo tambtin zn ZAta mzmoAta.
AdzmdA, paAa zxpAzAtonzA zonzAztaA dz F ta zzuaztân (bj habta 
Atdo zAtudtada zn G. Vtaz-J, Vtaz \ti\, poA to quz zn zt zapttuto III 
tntztamoA una gznzAattzaztân a otAOA ttpoA rfc F, o a otAaA zondtztç^ 
nzA dz zontoAno.
En zonzAzto, ta pAoptzdad quz AobAz zAaA zzuaztonzA zAtudtamoA 
ZA ta dznomtnada zxttnztân zn ttzmpo ^tntto, ZAto za, zaAactzAtzamoA
ZaA no ZtnzattdadzA B, quz puzdzn tnzZuio dzpzndzA dz x, paAa tai
quz la ioZuctdn u dz (fa) z& tat quz admltz un tnitantz > 0
a paAttA dzt cuat a z anuta.
UcuactonzA dz zAta natuAatzza apaAzczn tambtân zn otAoA contzx
toA, tatzA como conducctân no ttnzat dzt catoA, ztaAttctdad con Aoza 
mtznto, ztz. Tambtin pAo^undtzamoA zn ta Aztacctôn zxtAtzntz zntz at 
gunaA vzAAtonzA dz (fa) y ta zcuactôn
I
 ^ v(0,x)
v^(t,x) - AB(v(t,x)) 3  0, 0 < t, X 6 Î2
(d)
(x)
con condtctonzA dz contoAno dz ttpo VtAtchtzt y Hzumann.
ftnattzamoA zAz capttuto con ta obtznctân dz atgunoA AzAuttadoA 
AobAz zt caAo dobtzmzntz no ttnzat
u ^ ( t,x) + 6 ( - F ( D ^ u ,D u ,u ,x ) ) 3  0,
ZAto ZA, cuando F AzpAZAznta una no ttnzattdad gznzAat.
LaA ticntcaA quz AZ zmptzan Aon taA ya conoctdaA dz compaAaA taA 
AotuctonzA con adzcuadaA i^unctonzA quz vzAt^tcan taA pAoptzdadzA buAca 
daA. VtgamoA tambtin quz taA zcuactonzA dz zAtz capttuto Aon aboAdadaA 
zn zt maAco dz ta tzoAta abAtAacta dz zcuactonzA dz zvotuctôn gobzAna- 
daA poA opzAadoAzA acAzttvoA zn L°°(n) .
FtnattczmoA zAta tntAoducctôn comzntando atgunoA aApzctoA dz ta 
Azdacctân dz ta pAZAzntz mzmoAta. Como a z cottgz dz to antzAtoA, ztta 
conAta dz tAZA capttutoA quz han Atdo zACAttoA autânomamzntz. Ea dz- 
ctA, cada uno dz zttoA ha Atdo zAcAtto dz manzAa quz puzda a z a tztdoA
-  V l l l  -
Atn mczAtdad dz tznzA zn cuznta toA dzm&A. A ZAtz ^tn, zn zada capXtu 
to AZ ka hzcho ana bazvz tntAoducctân quz pzAmttz AzcogzA toA AZAutta- 
doA mâA tmpoAtantzA quz zxtAtzn AobAz toA pAobtzmaA quz AZ zAtudtan. 
AdzmdA zn zAz pAâ'togo AZ ha pAocuAado adztantaA y juAtt^tcaA toA AzAut
tadoA quz zn cada caAo az pAztzndzn. Con zt jjtn dz zActaAzczA ta zxpo-
Atctdn, AZ han anadtdo atgunoA comzntaAtoA zn ^oAma dz HotaA quz con^oA 
mz a ta noAmattva zxtAtzntz AZ han Azcopttado at ^tnat dz cada capttu 
to. EttaA han pzAmtttdo dzbttttaA ta caAga ticntca quz zn atgunoA apaA 
tadoA dz toA capttutoA I y I T  haczn pzAada ta zxpoAtctân.
La tzAmtnotogta quz Az ha zmptzado ha Atdo ta habttuat zn ZAtz
ttpo dz pAobtzmaA, aAt poA zjzmpto, Az zmptza c^(R^) paAa tndtcaA taA 
^unctonzA dz ctaAZ 2, acotadaA zn â H^(n) - =
= y zn gznzAat paAa tndtcaA toA ZApactoA dz Sobotzv
dz toA ztzmzntoA dz L^(9) quz admttzn dzAtvadaA, zn zt Aznttdo dz taA 
dtAtAtbuctonzA, haAta dz oAdzn m pzAtznzctzntZA a L^ (fl) (paAa ZA- 
toA ZApactoA AZ ha tornado ta Az^zAzncta F.S. AdamA | f | .
C A P I T U L O  I
E S T I M A C I O N E S  DEL C O N J U N T O  DE C O I N C I D E N C I A  
DE  LA SOLU C I O N  DE LOS P R O B L E M A S  DE HAMILTON- 
J A C O B I - B E L L M A N  CON O B S T A C U L O .
§ 1. P R E S E N T A C I O N  Y D E F I N I C I O N E S  P R E L I M I N A R E S
Los p r o b l e m a s  que se c o n s i d e r a n  en este c a p î t u l o  son c o n o c i d o s 
en la l i t e r a t u r a  como p r o b l e m a s  de t i e m p o s  de p a r a d a  con co n t r o l  s o ­
bre Los c o e f i c i e n t e s  de d if us i o n , es decir, p r o b l e m a s  de c o ntrol 
en Los que a p a r e c  en s i m u l t â n e a m e n t e  un c o n t r o l  c o n t i n u e  y un t iempo 
de p a r a d a  como v a r i a b l e s  de d e c i s i o n .
A u n q u e  con fr ec uencia, p r o b l e m a s  de est a n a t u r a l e z a  a d miten 
una r e p r e s e n t a c i o n  a n a l It ica p e r f e c t a m e n t e  de t e r m i n a d a , s in em b a r g o  
p a r e c e  c o n v e n i e n  te dar al g u n a s  d e f i n i c i o n e s  sobre c u e s t i o n e s  de c o n ­
trol y p r o b a b i l l s t i c a s  (^) que a y u d e n  a com p  rende  r mej or taies p r o ­
b l e m a s  .
C o n s i d e r emos un e s p a c i o  de p r o b a b i l i d a d e s  (®^,^,P) y una fa- 
m i lia c r e c i e n t e  de sub a - â l g e b r a s  de , do nde  t G [ O , r] .
D e f in icion 1.1. D i r e m o s  que un p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  w(t) con va l o ­
res en es un p r o c e s o  de W i e n e r  ( ^  ) con r e s p e c t o  a F*”, si es
c o n t i n u e  y ve rifica:
a) w(0) = 0
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b) E [w(t)| F®] = w(s ), Vs _< t
c) E [w(t) - w ( s ) . ( w ( t )  - w ( s ) ) * i  = I(t-s) , s 5  t,
d o n d e  I repres,enta la m a t r i z  i d e n t l d a d  en R  , y por * indica- 
mos la m a t r i z  t r a s p u e s t a  (E e x p r e s a r â  la e x p e r a n z a  m a t e m â t i c a ) . Un 
p r o c e s o  asî es g a ü s i a n o .
C o n s i d e r e m o s  a h o r a  un c o n j u n t o  c e r r a d o  c o n v e x o  V de R*^
D e f i n i c i o n  1 . 2 . D i r e m o s  que un p r o c e s o  v(t) con v a l o r e s  en V es
a d a p t a d o  r e s p e c t o  a la f a m i l i a  {F*"} si v (t) es F ^ - m e d i b l e  y
las d i f e r e n c i a s  v(t) - v(s) son i n d e p e n d i e n t e s  de F®.
Def i n i c i o n  1 . 3 . L l a m a r e m o s  s i s t e m a  a d m i s i b l e  a A  ■ F*’, v ( t ) ,
w ( t ) , P )  .
Def i n i c i o n  1 . 4 . Se l l ama t ie mpo de p a r a d a  a u n a  v a r i a b l e  a l e a t o r i a  
6, p o s i t i v a  o cero, tal que
s u c e s o  { 8 £ t ) C  F*”, Vt.
Un  e j e m p l o  s e n c i l l o  de t ie mpo de p a r a d a  es el p r i m e r  i n s t a n t e  de sa- 
lida de un a b i e r t o  U r e s p e c t o  de c u a l q u i e r  p r o c e s o  c o n t i n u o  Ç(t), 
F^ m e d i b l e  pa ra ca d a  t , que se d e f i n e  como
T = inf {t 2  0 : Ç(t) g fi} .
C o n  el fin de p r e c i s a r  la e x p o s i c i o n  que sig ne , p a r e c e  ne c e s a -  
rio c o n s i d e r a r  p r i m e r o  un c o n j u n t o  de h i p o t e s i s  que ser a n  e m p l e a d a s  a
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lo la rgo del capî t u l o .
... a., a . t 11 < 1 . 1  < N). t u n c i o n e s  de
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rif i c a n d o ;
Sean  O , ^ ^, f ( £ i ,j ) , f  R  x V we
(H)
2 N
i) h(x ,v)  6 (R ), Vv 6 V, y h(x,v) p e r m a n e c e  en un a c ota- 
2 N
do de (R ) cua nd o v d e s c r i b e  V, Vh = a ^ ,a ^ ,f ;
ii) f une ion c o n t i n u a  de R ^  en R^, tal que
p(0) = 0, |h(x,v) - h ( x , v ’)| 5  p ( | v - v ’ |), Vx 6 R ^
Vv,v' 6 V, Vh = o , a j, , a^ , f ;
iii) a^(x,v) £  > 0, Vx G R ^ , Vv G V, con c^ s u f i c i e n t e -
m e n t e  g r a n d e
iv) J  V > 0, Vx G R^, Vv G V, VÇ G r ”
a^j (x,v) = Y  ^i^j -  ^  I (^)
T e n i e n d o  en c u e n t a  los a n t e r l o r e s  s u p u e s t o s  y d e f i n i c i o n e s  po^  
demo s p a sar a d e s c r i b i r  el p r o b l e m s  :
C o n s i d e r e m o s  un s i s t e m a  d i n a m i c o  e s t o c â s t i c o , cuyo es tado 
y (t) évolue iona segun la f a m i l i a  de e c u a c l o n e s  d i f e r e n c i a les de I t o ,
(1 .1) {
d y^(t) = o ( y ^ ( t ) , v ( t ) ) d w(t) - a ( y ^ {t) , v (t ) ) dt
y^^o) = X,
en donde a la f une ion -a se le d e n o m i n a r â  u s u a l m e n t e ,  la d e r i v a d a , 
y a 0 la d i f u c i o n , s i endo el esta d o  i n icial x G R  (en gene ral
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no a l e a t o r i o ) . R e c o r d a n d o  Ic s e n a l a d o  en la no t a  C^)» y de una m a n e r a  
formal, la e c u a c i o n  (1.1) e x p r e s s  que en el i n s t a n t e  t el s i s t e m a  se 
e n c u e n t r a  en el e s t a d o  c o n o c i d o  y ^ ( t ) , m i e n t r a s  que d u r a n t e  el i n t e ^  
valo ] t ,t+e[, f o n  t p e q u e n o ,  la v a r i a c i o n  del e s t a d o  (t + E )- y ^ (t ) 
es una v a r i a b l e  a l e a t o r i a  g a u s i a n a  de m e d i a  - a ( y ^ (t ) , v (t ) ) e y de
v a r i a n z a  a ( y ^ (t ) , v (t )•a * ( y ^ (t ),v (t ) ) e (*).
(O b s e r v e s e  que si o ” 0, (1,1) r e p r e s e n t s  un s i s t e m a  o r d i n a r i o ) .
Una e x p o s i c i o n  bre ve , pero c o m p l e t s ,  s o bre las e c u a c l o n e s  d i f £
r e n c i a l e s  e s t o c a s t i c a s  p u e d e  e n c o n t r a r s e  en W . F l e m i n g  - R . R i s h e l
' >■ :
[42J. Para una e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  e n v i a m o s  a l.I. G i k h m m a n - A .V . 
Skorok h o d ,  [46], o A. F r i e d m a n  [44] , por ejem p l o .
Pues bien, pa ra cada s i s t e m a  a d m i s i b l e  A ■ (@f,(%,F*',v(t) ,w(t) ,P)
y cada t i empo de p a r a d a  0 r e s p e c t o  de ( f *"} se d e f i n e  la fun c i o n
cos t e
(1.2) Jjj(A,9) = E [ f f (y^(t) ,v(t>) exp (- f a^ (y^ ( s ) , v ( s ) ) ds ) d t
+ i|j(yjj(6)) exp (- I a^( y ^ ( t )  ,v(t) )dt)j ,
don d e  ip G C (conj u n t o  de f u n c i o n e s  a c o t a d a s  y u n i f o r m e m e n t e  c o n t i ­
nuas en R ^ ) . L l a m a r e m o s  e s t r a t e g i a  a cada  v(t).
O b s e r v e m o s  que por a h o r a  x es un s i m p l e  p a r a m è t r e .
El f une ional Jj^(A,6) se d e s c o m p o n e  en dos p a r t e s  de fâcil iii 
t e r p r e t a c i o n :
- un COS te i n t é g r a l , c o r r e s p o n d i e n t e  a lo que se p a g a  si no se 
para el proc e s o .  En êl f r e p r e s e n t s  el cos t e  p o r  u n idad de
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t i e m p o , y el te r m i n e  e x p o n e n c i a l  pue de  ser i n t e r p r e t a d o  como 
una a c t u a i i z a c i o n  de c o s t e s ;
- un c o s t e  f i n a l , c o r r e s p o n d i e n t e  a lo que se pa ga si se deci d e  
p as a r  el proce so.
C u a n d o  se c o n s i d é r a  el ca so de un dom i n i o  fi de R  la fun- 
cion c o s t e  es:
8 A  T
(1.3) J ^ ( A , 0 )
'o
E[I ^ f ( y ^ ( t ) , v ( t ) ) e x p ( - |  a ^ ( y ^ (s ),v (x ) d s )dt
(G
+ ij;(y^(8) exp(- a ^ (y^(t) ,v(t)dt) +
X ■'o
+ ,v(t) dt) 1
— X -'o
don d e  es el p r i m e r  i n s t a n t e  de s a l i d a  de y ^ (t ) de fi.
(8 A  = min {8,1^^}). O b s ê r v e s e  que aho r a  el coste final es
r X
- i/>(y„(8)) ex p(- a (y (t) ,v(t) )dt) , X o X si 6 < T^, es decir.
si se d e c i d e  par a r  el p r o c e s o  a n t e s  de que hal l a  sal ido de 
fi;
- h(y (t )) e x p (- a (y (t ) , v (t ) )d t ) , si 8 > T , es de-
X  A  f O  X  —  X
-'o
cir, si se decide p a rar el p r o c e s o  d e s p u é s  del p r imer i n s ­
ta nte de sali d a  de fi. (La f unci o n  h r e p r é s e n t e r a  la infojr 
ma c ion sob r e  la f r o n t e r a ) .
De m a n e r a  a n â l o g a  se pu ede d e s c r i b i r  la s i t u a c i o n  no esta c i o -  
n a r i a  con muy l i geras m o d i f i c a c i o n e s , entre las que esta el c o n s i d e -
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rar un té r m i n o  s u p l e m e n t a r i o  c o r r e s p o n d i e n t e  al cos t e  final c u a n d o  se 
d e c i d e  p a r a r  el p r o c e s o  ant e s  del h o r i z o n t e ,  si is te es finito.
Es cl ar o que se esta i n t e r e s a d o  en la fune ion de cos t e  o p t i m o
(1.4) u(x) = inf J (A,0),
A . e
mas c o n c r e t a m e n t e ,  p a r e c e  n a t u r a l  o c u p a r s e  de las s i g u i e n t e s  cuestio^ 
nés :
1) c a r a c t e r i z a c i o n  a n a l î t i c a  de la fune ion u,
2) u n i e i d a d  en la c a r a c t e r i z a c i o n  an terior,
3) e x i s t e n c i a  de un c o ntrol o p t i m o . Es decir,  e x i s t e n c i a  de una 
v a r i a b l e  de decis i o n ,  que p o r  a b r e v i a r  r e p r e s e n t a m o s  por 
(Vx» §x^ » tal que
(1.5) u(x) - J x ^ ^ x ’® x ^ •
La c a r a c t e r i z a c i o n  a n a l î t i c a  de u pas a  por la d e f i n i c i o n  de un 
es p a c i o  f u n c i o n a l  a d e c u a d o , lo que d é t e r m i n a  el p r o b l e m a  de la r e g u ­
lar idad de la f u n c i o n  u.
Si sup o n e m o s ,  m o m e n t a n é a m e n t e , que la fu n c i o n  u es r e g u l a r , con 
c r e t a m e n t e  u 6 C^ (R^), la o b t e n c i ô n  de su c a r a c t e r i z a c i o n  a n a l î t i c a  
es p o s i b l e  e m p l e a n d o  a r g u m e n t e s  h e u r î s t i c o s  de la p r o g r a m a c i ô n  dinâmj^ 
ca .
Por eje mplo, c o n s i d e r e m o s  el p r i n c i p i o  de o p t i m a l i d a d  de la p r o - 
g r a m a c i o n  d i n â m i c a  (para una e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  vea s e  R . B e l l m a n 
[ 4 ] ) :  to memos c u a l q u i e r  d e c i s i o n  entre las p o sibles, a n a l i c e m o s  los
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costes, y s u p o n g a m o s  que f i n a l m e n t e  las d e c i s i o n e s  ser ân tomadas de 
m a n e r a  o p t i m a .
E n t o n c e s  al p o n e r s e  en m a r c h a  el p r o c e s o  a n t e r i o r m e n t e  d e s c r i -  
to, pa ra  el caso R  , son p o s i b l e s  las s i g u i e n t e s  d e c i s i o n e s :
(i) se d e cide par a r  el p r o c e s o . C o n s i d e r a n d o  por e j e m p l o  el t i e m ­
po de p a r a d a  0 = 0 ,  el co st e c o r r e s p o n d i e n t e  a tal d e c i s i o n  
es 4'(yjj(0)) = t (x) , lueg o de a c u e r d o  con (1.2) y (1.4)
u (x) £  (x)
(ii) se d e c i d e  no pa rar el p r o c e s o  par a a l g u n a  e s t r a t e g i a  v . Por 
tanto, d u r a n t e  un t i e m p o , has ta el i n s t a n t e  c el s i s t e m a  r£ 
gi do  por (1.1) e s t a r â  " a p r o x i m a d a m e n t e "  en la p o s i c i o n  a l e a ­
to ria
X - e  a ( x , v) + o( x,v) (w(e)) 
y por d e f i n i c i o n  de u, el co ste sera  s u p e r i o r  o ig ual a 
u( x - E a(x,v) + o(x, v)  (w(e))), 
c os t e  que d e b e r â  ser a c t u a l i z a d o  m u l t i p l i c a n d e  por
e x p(-[ a^ ( x , v ) d s )  - 1 - e  a^(x,v) .
-'o
En resumen, el co ste de esta se g u n d a  d e c i s i o n  es aproximadameri 
te
X =  E f (x, v) + e [ ( 1 - e  a ^ ( x , v ) ) u ( x - E  a ( x , v) + o (x ,v )w (e ))]
Si la f u n c i o n  u a d mite d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  c o n t i n u a s  de s e - 
g u n d o  o r d e n , lo que e s t â m e s  s u p o n i e n d o , e n t o n c e s  p o d e m o s  desa
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r r ollar X en fun cion de C a p a r t i r  de la régl a de I to s o ­
bre d i f e r e n c i a c i o n  e s t o c â s t i c a (para una c o m p l é t a  e x p o s i c i o n  
vease I.I. G i k h m a n  - A.V. S k o r o k h o d  [46]) (^) a p l i c a d a  a 
u ( y ^ ( t ) ), o b t e n i ê n d o s e
X •= e f + u  - E a^u - E a 7u + E [Vu . O w(E )]
+ Y  e [d ^u .o .w (e ) .0*( w (e ))*],
y r e c o r d a n d o  las p r o p i e d a d e s  de los p r o c e s o s  de W i ener, se 
t iene
X = E f + u - £ a u - e a V u  + 4-(D..u)CT,. , 0 * E  ,
o 2 1] ik k]
donde el s e g u n d o  m i e m b r o  es una e x p r e s i o n  de p r i m e r o  o r d e n  en
E y no de se g u n d o  como p o d r î a  p e n s a r s e  por a n a l o g î a  con los
d e s a r r o l l o s  de T a y l o r  p a r a  el cas o d e t e r m i n i s t a .
Como por def i n icion u £  X se o b t i e n e ,  tras una d i v i s i o n
por e y de s p u e s  h a c e r  e + 0
- (X) + a.( x,v ) ^  (X) +
+ a^( x, v) u(x) < f(x, v),
es decir,
A(x,v) u(x) £  f(x,v),
dond e
2
(1.6) A ( x ,v )u (x ) = - a ^ j ( x . v )  |x~.' + ^^(x.v) (x) +
+ a ^ ( x ,v) u (x) .
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i i i ) f i n a l m e n t e  s u p o n g a m o s  que las d e c i s i o n e s  son t o m adas de una m a - 
n e r a  o p t i m a , es dec ir,  s u p o n g a m o s  que se r e a l i z a  sietnpre alguna 
de las i g u a l d a d e s  e n c o n t r a d a s  en i) y en ii).
Por tanto, s i g u i e n d o  el p r i n c i p i o  de Bell m a n ,  c o n c l u i m o s  la s i g u i e n t e  
c a r a c t e r i z a c i o n  de la f u n c i o n  u da d a  en (1.4)
sup (a (x,v) u(x) - f ( x,v)} < 0 
V 6 V ~
u (x) £  'p(x) ,
(u(x) - iKx)) . sup {A( x ,v > u (x ) - f(x, v)}  = 0 
V G V
c o n o c i d a  co mo las e c u a c i o n e s  de H a m i l t o n  - J a c o b i  - B e l l m a n  con o b s t a c u - 
lo .
F a c i l m e n t e ,  se o b s e r v a  que la d e d u c c i o n  a n t e r i o r  de (1.7) r e p o ­
sa sob re  la r e g u l a r i d a d  de la fu n c i o n  u(x). La d i f i c u l t a d  de co m p r o -  
ba r "a p r i o r i "  que u(x) a d m i t e  d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  c o n t i n u a s  de cla- 
se 2 es b a s t a n t e  grande, i n cluse se p u e d e n  c o n s t r u i r  ca sos  en los que 
sea f a l s o .
Ej e m p l o  1 . (N.V. K r y l o v  [5 4]). Sea N = 1 ,  f(x) = -se n  x, ({/(x) = 20,
V = [ O ,l ] , ct(x ,v ) = V /2, a(x,v) = G, a^(x ,v ) = 1.
Para esta s i t u a c i ô n  la fu n c i o n  u(x), dada por (1.4), es
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u (x) =
^ c o s h  (x + j) - y  sen x, x 6 [- ^  , b ]
cosh CB + y)
- sen X, X G [B, y 1
d o nde B es una raîz de la e c u a c i o n  tan B = ct gh (B + y)» en ]0 
C l a r a m e n t e ,  u"(B ) = 0, m i e n t r a s  qu e u"(B^) “ sen B # 0, y por taii 
to u no a d m i t e  d e r i v a d a s  c o n t i n u a s  de s e g u n d o  o r d e n . ^
E m p l e a n d o  a r g u m e n t o s  p r o b a b i l î s t i c o s  N.V. K r y l o v  o b t u v o  la ca- 
r a c t e r i z a c i o n  (1.7) sin el s u p u e s t o  u G C^(Il^), i n c l u s o  b a j o  hipote^ 
sis mas d e b i l e s  que H.
2
T e o r e m a  1 . 1 . (N.V. K r y l o v  [54]) " C o n s i d e r e m o s  ' B x T ^ x T  ® ’ 2
las h i p o t e s i s  H, en d o n d e  el p u n t o  iv) ha sid o s u s t i t u i d o  por
i v ') e x i s t e n  p, v, c o n s t a n t e s  p o s i t i v a s  ta ie s que
y|Xl < |o *(x,v)X| < v | x | ,  Vv G V, Vx G VX G r ” .
Enton c e s .  la f u n c i o n  u(x) d e f i n i d a  en (1.4) ve rif ica :
a) u G W ^ ^ ^ ( R ^ )  , para c u a l q u i e r  l < p < « » ,  2  u £  ij;
b) sup (A(x,v) u(x) - f ( x , v ) }  £  0, para casi todo x
V G V
c) en el con.junto f[u] = {x ; u(x) < ij;(x)} se tiene
sup ( A(x,v)u(x) - f ( x , v ) }  “ 0, pa ra casi todo  x.
V G V
A d emâs, c u a l q u i e r  f u n c i o n  a c o t a d a  u t e n i e n d o  la p r o p i e d a d  a) para a l - 
gun p _> N y ve rif i c a n d o  b) £  c) p a r a  T [u] , c o i n c i d e  c o n  u
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En a p a r t a d o s  p o s t e r i o r e s  se o b t e n d r â n  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  sobre 
las e c u a c i o n e s  (1.7) con d e g e n e r a c  i o n , por lo que p a r e c e  c o n v e n i e n c e  
h a c e r  a l g u n o s  c o m e n t a r i o s  al respe c t e .
En el t e o r e m a  1.1 se o b t i e n e n  las e c u a c i o n e s  (1.7) si el p r o c e -  
so c o n t r o l a d o  no d é g é n é r a  y si los c o e f i c i e n t e s  son a c o t a d o s .  Sin e m ­
bargo, c u a n d o  no se i m p o n e n  esto s s u p u e s t o s  de no d e g e n e r a c i ô n  y acota_ 
ciôn la s i t u a c i ô n  c a m b i a  a p r e c i a b l e m e n t e , p o r q u e  e n t o n c e s  la funci on 
coste ô p t i m o  (1.4) s a t i s f a c e  una e c u a c i o n  de H a m i l t o n - J a c o b i - B e 1 Iman 
" n o r m a l i z a d a " , p u d i e n d o s e  dar el caso de que las e c u a c i o n e s  u s u a l e s
(1.7) no t e n g a n  n i n g u n a  s o lucion. I l u s t r e m o s  esta  s i t u a c i ô n  con a l g u ­
nos r e s u l t a d o s  de N.V. Kry lo v.
T e o r e m a  1 . 2 . (N.V. K r y l o v  [5 6 ] ) . " Sea V = U  V ^ , con V^ subconj u n -
d ^
tos c o m p a c t e s  de R  y s u p o n g a m o s  el con.junto de h i p o t e s i s
i) h ( x,v), ijj(x) son f u n c i o n e s  r e a l e s  par a  x 6 R ^ , v G V,
d o n d e  h = ^ i j * ® i ’ ® o ’ ^ '
â A ï ï T  >’< « • ’'>- *(* ).  • f ' - - ” )
1 1 J 1 1 J
(H')
son c o n t i n u a s  en x y u n i f o r m e m e n t e  a c o t a d a s  r e s p e c t e  (x ,v ) 
p a r a  h = oUj, a^, a ^ , f.
iii) a^(x,v) £  c^ > 0, Vx G R ^ , Vv G V, con c^ su f i c i e n t e - 
m e n t e  g r a n d e
iv") ^  V > 0, i^ tal que
sup
v G  Vio
|o*(x,v)Ç| > v U l ,  Vx G r ” , Vv G V, VÇ G R*
-  1 2 -
E n tonces, h a c i e n d o
n7(x) = I .( x ,v) I ^ + |a^(x,v)| + a^(x ,v)
g[<{>] = G(D^(|),D(j),<{i,x) = sup - ^  [a (x ,v ) ^ ( x ) - f(x,v)]
V 6 V n (x)
se tie ne  que la f u n c i o n  u(x) , da d a  por (1.4) v e r i f i e s :
a) u 6 W^^^ ( R ^ )  , pa ra c u a l q u i e r  l < p < “>; u £  ij;
b) c[u] £  0 (en p r o b a b i l i d a d ) ,
c) G [u] = 0 (en p r o b a b i l i d a d )  eji T [u] » {x : u (x) < ij;(x)}".^
Por tanto, la f u n c i o n  cos t e  ô p t i m o  v e r i f i e s  ahora unas  e c u a c i £  
n e s de H a m i l t o n - J a c o b i - B e l I m a n  " n o r m a l i z a d a s "  , y p a r e c e  n a t u r a l  interi 
tar ver si se tie ne e n t o n c e s
(1.8) P[u] “ 0 (en p r o b a b i l i d a d )  en T[u] ,
do nde
F [(j»J = F(D^4»,D(|>,(j),x) = sup (A( x,v ) 4»(x) - f( x,v)} (^).
V G V
C l a r a m e n t e ,  si F[u] = 0 e n t o n c e s  t a m b i e n  G[u] = 0, luego 
un p o s i b l e  camino para p r o b a r  (1.8) s e r î a  ver si el lo se p u e d e  ded u -  
ci r de c[u] •= 0, que se ha e n c o n t r a d o  en el te o r e m a  1.2. Sin embajr 
go, el in t e n t o  p u e d e  f r a c a s a r  d o b l e m e n t e :
1*. P u e d e n  e x i s t i r  s o l u c i o n e s  de G[#] = 0 que no lo se a n  de 
F[*] = 0
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E j e m p l o  2 . (N.V. K r y l o v  [ss] ): Sea ^ = 20 y
F [<()] = sup (-A$ + ((»-1 - b ^ } . 
be i R  ‘^ ’^ 1
F a c i l m e n t e ,  se c o m p r u e b a  que en es t a  s i t u a c i ô n  la c o r r e s p o n d i e n t e  f un 
ciôn c o s t e  es u(x) * 1, con T [u] = .
Por ot ro lado la e c u a c i ô n  = 0  es é q u i v a l e n t e  al si s t e m a
3xj 0, — A4» + 4*~ 1 " 0
que sô lo a d m i t e  la s o l u c i o n  a c o t a d a  4> = 1 •
Sin em ba rgo ,
G [4>] = sup I ----- -----  (A4» + 4>-l) - --- ------  ^ I
b 6 R  |b I + N + 1  |b I + N + 1  1 ^
d é t e r m i n a  una e c u a c i ô n  G [4>] = 0, é q u i v a l e n t e  al sis t e m a  = 0,
dXj
-A4» + 4>“ 1 £  0 que a d m i t e  un con j unto  i n f i n i t o  de s oluciones.
2". Pue d e  que las e c u a c i o n e s  (1.7) no ten gan n i n g u n a  s o l u c i ô n
Ej e m p l o  3 . (N.V. K r y l o v  [56]). Sea N > 1,
V ^ * { v = ( a ^ j ) : l _ < i , i < N ,  det v = 1 , traza 00* £ N }  
Para cada e s t r a t e g i a  v = ( o ^ j ) d e f i n i m o s
0 ^j(x,v) = o j, j . /Y, a^( x,v) = 0, a^(x ,v ) = traza ^  oo*
f(x,v) = f(x), y 4»(x) = sup |f(x)| + 1.
En es te caso se tiene a^( x, v) > = N £  1 y
por tanto de ac u e r d o  con (1.2) u(x) < ijj(x).
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L u e g o  (1.8) es e q u i v a l e n t e , en es t a  s i t u a c i ô n ,  a
(1.9) sup {- a _  ( g f ^  - «ij. u) - f) = 0 (7),
d o n d e  el s u p r e m o  *es tornado s o b r e  el c o n j u n t o  de toda s las m a t r i c e s  que 
v e r i f i c a n  (auj)* = (a^j) £  0, det a^j = 1.
F i n a l m e n t e ,  si f(x) > 0  en a l g u n  d o m i n i o ,  e n t o n c e s  (1.9) no
ti ene n i n g u n a  s o l u c i ô n ,  p u e s t o  que en cas o c o n t r a r i o  al m e n o s  un a u t £
2
v a l o r  de la m a t r i z  ^3x .3 x . ~ ^ij d e b e r î a  aer n e g a t i v o  en c u a £
q u i e r  p u n t o  de ese d o minio, y e n t o n c e s  la cota s u p e r i o r  de (1.9) s e r î a  
igua l a
Este  e j e m p l o  sirve t a m b i e n  pa r a  m o s t r a r  co m o  en e s t o s  ca sos de 
d e g e n e r a c i ô n  y no a c o t a c i ô n  de los c o e f i c i e n t e s  la f u n c i ô n  c o s t e  (1.4) 
no ti ene p o r q u e  v e r i f i c a r  las e c u a c i o n e s  de H a m i l t o n - J a c o b i - B e l I m a n
(1.7) . ^
Co mo se ha s e n a l a d o  las t ê c n i c a s  de dem os  t r a c i ô n  de los teore-  
m as 1.1 y 1.2 son f u n d a m e n t a i m e n t e  e s t o c â s t i c a s . Sin e m b a r g o  en 1975, 
M. N i s i o  [68] s i m p l i f i c a  la d e m o s t r a c i ô n  del te o r e m a  1.1 y e s t u d i a  
n u e v a s  p r o p i e d a d e s  e m p l e a n d o  j u n t o  a las p r o b a b i l î s t i c a s , a l g u n a s  te£ 
n i c a s  de a n a l i s i s  no lineal y en c o n c r e t e  de la t e o r î a  de s e m i g r u p o s  
no l i neales.
A p a r t i r  de 1978 e m p i e z a n  a a p a r e c e r  r e s u l t a d o s  p a r a  d o m i n i o s  
a c o t a d o s  sob r e  las e c u a c i o n e s  de H a m i l t o n - J a c o b i - B e 1 1 m a n ,  si n o b s t â c u l o  
p r e f e r e n t e m e n t e , e m p l e a n d o  ya t ê c n i c a s  p r i n c i p a l m e n t e  de A n a l i s i s  no
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l i n e a l e s .  Los p r i n c i p a l e s  a u t o r e s  que se o c u p a n  de es tos r e s u l t a d o s  
son: H. B r ë z i s  - L . C .  Evan s [l 9] , L.C. E v a n s  - P . L .  L i o n s  [39] , P.L. 
L i o n s  - J . L .  M e n a l d i  [64], A. F r i e d m a n  - L.C. Evans [4l],P.L. Lions [6Z]
La a p o r t a c i o n  que se p r é s e n t a  en este  c a p î t u l o  trata so bre a l ­
g u n a s  est imac ion es  de las e c u a c i o n e s  (1.7); mas c o n c r e t a m e n t e , sob r e
^ 8
la c o i n c i d e n c i a  de u con el o b s t â c u l o  ip ( ). Tal tipo de e s t i m a -  
c i o n e s  e s tan m u y  r e l a c i o n a d a s  con el p r o b l e m s  de e n c o n t r a r  un c o n t r o l  
ô p t i m o .  V e a m o s l o  en un caso p a r t i c u l a r m e n t e  sc nc ill o:
S u p o n g a m o s  que V = {v^}, e n t o n c e s  (1.4) q u e d a  d e t e r m i n a d o  por
u(x) = inf J(0)
e
y por tanto, el c o ntrol ô p t i m o  c o n s i s t i r â  en un tiemp o de p a r a d a  0^ 
tal que
u(x) = J (G^).
La c a r a c t e r i z a c i ô n  de 6^ es b a s t a n t e  s i m p l e  y de fâcil i n t e r p r e t a -  
c i o n ,
(1.10) 0^ = inf {s £  0 : u ( y^(s)) = 4»(yjj(s))}.
En efec to , sea
C = {x : u(x) < \jj(x)}
y r a z o n e m o s  i n t u i t i v a m e n t e . S u p o n g a m o s  que en el i n s t a n t e  t, el 
es tado del s i s t e m a  es x, con x 6 C; e n t o n c e s  ser î a  a b s u r d o  parar  
el p r o c e s o  pues el co ste de tal d e c i s i ô n  ser a i/;(x), s u p e r i o r  al 6j^  
timo u(x), lueg o por tanto  es m e j o r  c o n t i n u a r . R a z o n a n d o  de esta 
forma  se o b s e r v a  la c o n v e n i e n c i a  de no p a r a r  an tes  de 0 , a d e m â s  en
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ese i n s t a n t e  u = lu ego 0^ es ôptimo.
O b s e r v e s e  que la est ructuira de 0^ es b a s t a n t e  clas if i c ador a ; 
en ca da i n s t a n t e  , t es p o s i b l e  d e c i d i r  la c o n v e n i e n c i a  de p a r a r  o no 
el pr oceso, f i j a n d o s e  s o l a m e n t e  en el e s t a d o  del s i s t e m a  y^( t),  sin 
u t i l i z e r  la i n f o r m a c i ô n  p a s a d a  y ^ (s), s < t ( ^ ) . Si y^(s) 6 C, 
se co ntinua, y en caso c o n t r a r i o  se par a  el p r oceso. Por es t a  r a zôn 
al c o n j u n t o  C se le c o n o c e  co mo  el c o n j u n t o  de c o n t i n u a c i ô n , y a 
su c o m p l e m e n t a r i o  como el c o n j u n t o  de p a r a d a  o de c o i n c i d e n c i a .
En el caso g e n e r a l  V f (v^} t a mbien es p o s i b l e  e s c o g e r  la e £  
t r a t e g i a  ô p t i m a  sin c o n o c e r  la i n f o r m a c i ô n  p a s a d a  (p ar a d e t a l l e  v é a s e  
W. F l e m i n g  - R .  R i shel [42%). En e s t e  caso e s t i m a c i o n e s  sob r e  la e s t r £  
tegia ô p t i m a  han sido obtenidas por A. F r i e d m a n  - P.L. L i o n s  [45] . N u m e -  
rosos e j e m p l o s  s o b r e  p r o b l e m a s  de t i e m p o s  de p a r a d a  se p u e d e n  e n c o n t r a r 
en la l i t e r a t u r a  (vease por e j e m p l o  E.B. D y n k i n  [ s ô ] » P . V a n  M o e r b e k e  
[79], etc.) con a p l i c a c i ô n ,  en gene r a l ,  a cam pos  de la E s t a d î s t i c a ,  E c £  
nomîa, etc., taies como f e n ô m e n o s  de r u p t u r a , de w a r r a n t , ju egos d i f e - 
r e n c i a l e s .
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§2. E S T I M A C I O N E S  EN INEC U A C I O N E S  V A R I A C l O N A L E S
Para la o b t e n c i ô n  de nues t ros res u l t a d o s  sobre las e c u a c i o n e s  de 
H a m i l t o n  - J a c o b i  - B e l l m a n  con o b s t â c u l o  n e c e s i t a r e m o s  algun os c â lculos 
tecni cos . Con el fin de no hacer a g o b i a n t e  d e m o s t r a c i o n e s  p o s t e r i o r e s  
m o s t r e m o s l o s  en una s i t u a c i ô n  algo mâs s e n c i l l a  como son las Inecu ac  i£ 
nes V a r i a c i o n a l e s .
2.1. C o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o  de tipo D i r i c h l e t
C o n s i d e r e m o s  un abi erto a c o t a d o  fl, regular de , de
f r o n t e r a  F, y sob re êl el s i g u i e n t e  p r o b l e m s  :
Au £  f en fi
u £  4) en
(Au-f ) (u-(|)) = 0  en
r /11\u = g en r ( )
(2 .1)
donde A es el o p e r a d o r  e l î p t i c o  de s e gundo orden
(2.2) A4, = -a.j 4^.x. +
con a^j € C'(Sî), a^,a ^ 6 L°°(ft) , 1 £  i,j £  N,
veri f i c a n d o :
(2.3) a (x) £  a | ^  | ^ , para casi todo x G VÇ 6 R ^ ,
para a l guna c o n s t a n t e  p o s i t i v a  a. 
a^(x) > 0, para casi todo x 6
El p r o b l e m s  (2.1) p u ede ser f o r m u l a d o  en têrmi no s v a r i a c i o n a l e s  
Hallar u G K = {v G H ' (fi) : u £  4», para casi todo punto de Q}, tal
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que
(2.4) j Au . ( v -u)dx 2  I f . ( v- u)d x,  V v  6 K; u=g en F.
Jq  h
Tal p r o b l e m s  fue e s t u d i a d o  por H. B r ë z i s  |1 5 |, o b t e n i e n d o  el s i g u i e n  
1 2
te r e s u l t a d o  ( );
T e o r e m a  2 . 0 . (H. B r ë z i s  |15|): " Si f 6 L “ (fi) , ip 6 W ^ ’“ (fi),
g e W ^ ’*” ( f ) 2  a(u, u)  £  aj 11 u || , s i e n d o  aj una c o n s t a n t e  p o s i t i v a .
2  a la for ma  b i l i n e a l  a s o c i a d a  al o p e r a d o r  A , e s c r i t o  en f o r m a  d i - 
v e r g e n c i a .  e n t o n c e s  e x i s t e  una ë n i c a  s o l u c i o n  u 6 (0) Q  W ^ ' ™ ( n )  £ e
(2.1) q u e  se c o m p o r t a  crecieiitemente r e s p e c t e  de los d a t o s .
A d e m â s ,  e x i s t e  una c o n s t a n t e  C tal que
C l a r a m e n t e ,  la s o l u c i o n  u d i v i d e  a R en dos r e g i o n e s
= {x e fi : Au * f}, con.junto de c o n t i n u a c i ô n .
fig = {x G fi : u = c o n j u n t o  de c o i n c i d e n c i a .
n u e s t r o  interë s,  s e g u n  se e x p u s o  en el a p a r t a d o  a n t e r i o r ,  r e s i d e  en e £  
timar el c o n j u n t o  fi^  a p a r t i r  de la i n f o r m a c i ô n  que se p o s e e  en la 
fr ontera. V a r i o s  a u t o r e s  se h a n  p r e o c u p a d o  de estas e s t i m a c i o n e s .  A l g £  
nos las h a n  o b t e n i d o  d i r e c t a m e n t e  : A. Bensonssan - H .  B r ë z i s  - A .  F r i e d m a n  
I 9 I , N . Y a m a d a  18 1 |, T. N a g a i  16 7 |, I. D î a z - M . A .  H e r r e r o  |34|, ô al 
con tes ta r a ot ras c u e s t i o n e s  H. B r ë z i s  |1 8 | , I. D î a z  |2 9 | .
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Los t r a b a j o s  a n t e r i o r m e n t e  c i t a d o s  e s t a b a n  r e f e r i d o s  a 1 o p e r a d o r  
-A + y, y d e j a b a n  sin c o n t e s t a r  al caso en que se cons id e ran o p e r a d o -  
r es e l î p t i c o s  mâs g énérales. Pa r a  es t a  s i t u a c i ô n  gen eral, en G. Dî az  
|24| a n u n c i a m o s  a l g u n o s  de los r e s u l t a d o s  que se exp o n e n  en es te a p a r ­
tado. El i n t eres del caso g e n e r a l  v i e n e  da do por la exposiciôn h e c h a  en 
el a p a r t a d o  a n terior.
Como es ya h a b i t u a i  las t ê c n i c a s  que se e m p l e a n  u t iliz an r e s u l ­
tados de c o m p a r s e i ô n . Asî:
P r o p o s i c i ô n  2 . 1 . " Sean î 6 L°°(fi) , $ G g G ’ (F) X
u G H (fi) ve rif ican do
Au £  f, en cas i todo p u n t o  de fi,
u £  4,, en casi to do  p u n t o  de fi,
u = g , en casi todo p u n t o  de F .
E n t o n c e s .  si f £  f , 4» £  4< » en ca s i  todo pun t o  de fi, 2  g £  g en
casi todo punto de F, se tiene u £  u en casi todo p u nto de fi".
D e m o s  trac i ô n . C o n s i d e r e m o s  en la I.V. (2.4) v = u + (u-û) =
= sup (u,u) £  4/ (^^), con lo que una i n t e g r a c i ô n  por p a r t e s  c o n d u c e  a
(2.5) a ( u , (u-û) ) - [ . (u-G) £  ( f , (u-u) )
Jf dv*
dond e
^  = “ij ^  "j)
es la d e r i v a d a  c o n o r m a l  de é a s o c i a d a  a A, sien d o  n la n o r m a l
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e x terior a fi.
M u l t i p l i c a n d e  a ambos m i e m b r o s  de Au £  f por -(u-u) , to-
tnando i n t é g r a l e s  e x t e n d i d a s  a fi, e i n t e g r a n d o  por p a r t e s  se ti ene
(2.6) a(-u, (u-u) ) + 9u
Ir '^’a
. (u-u) 2  (-f, (u-u) ).
Ahora bien, como (u-u) jp - (g-g) “ sup (0,g-g) ■ 0, sum ando (2.5)
y (2.6) se lleg a a
a(u-u, (u-u) ) 2  
y r e c o r d a n d o  (p = - <J> » a(# ^  , (() ) = 0, V<(i 6 H ^ (f i)
a ( (u-u) , (u-u) ) £  0
con lo que la h i p o t e s i s  de c o e r c i v i d a d  so bre a d é t e r m i n a
0 = (u-u) .
Por tanto
u < u, en casi todo pu nto de fi...
Con el fin de simplif icar los c â l c u l o s  que s i guen e s c r i b a m o s
(2.1) en f u ncion de u = u-^.
(2.7)
Au £  f - Aij; = f
Ü £ 0




Asi mismo, c o n s i d e r e m o s  los supues tos :
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(2.8) f ~ Alp 2  Y» en casi to d o  p u nto de fi, siendo y una
c o n s t a n t e  p o s i t i v a ,  y
(2.9) a pp 1^1^ + a ^  + a^ 2  0, en casi todo pun t o  de fi,
con ^ o ’^i G y C = (Çj , . . . ,Cj^) .
Co m o  se m o s t r a r â  mâs a d e l a n t e  la h i p o t e s i s  (2.8) jue g a  un pa pel
i m p o r t a n t e  al e s t u d i a r  p r o p i e d a d e s  sob r e  los con j un tos y fig .
La h i p o t e s i s  (2.9) es o p é r â t i v a , y a u nque a p r i m e r a  vis t a  p a r e £
ca a r t i f i c i a l ,  sin e m b a r g o  su e x i g e n c i a  no es m u y  res t r i c t  i v a . En e f e £
to, ella pue d e  s e g u i r s e  de la h i p o t e s i s  de c o e r c i v i d a d  sob re  a, si
esta es p e d i d a  en la fo rma
(2.10) apj Ç.Çj + ap 2 «(Cp + S*). (^^)
In c l u s o  de una m a n e r a  mâs s e ncilla, d e b i d o  a la d e s i g u a l d a d  de C a u c h y -  
Schwarz
“i SiSo 2 - U i  5i5„l Z  - .
y por tanto se tien e (2.9) con so lo p e dir
(2.11) a^(x) 2  > 0, pa r a  c^ c o n s t a n t e  s u f i c i e n t e m e n t e  gr ande,
c u ando = |E|, con Ç = (Çj ,.. .,Ç^).
E n t r e  los m ë t o d o s  c l â s i c o s  que e x i s t e n  en la l i t e r a t u r a  para o2 
tener e s t i m a c i o n e s  s o bre E c u a c i o n e s  en D e r i v a d a s  P a r c i a l e s , d e s t a c a  por 
su s e n c i l l e z  el de las f u n c i o n e s  b a r r e r a s , que e m p l e a r e m o s  aqui (una esc 
p o s i c i ô n  d e t a l l a d a  de este tipo  de f u n c i o n e s  pu ede e n c o n t r a r s e  en D. 
G i l b a r g  - N. T r u d i n g e r  |4 7 j).
- 2 2 -
En c o ncreto, c o n s i d e r e m o s  la s i g u i e n t e  f u n c i o n  b a r r e r a
(2.12) v(x) » - | x - x “ |^, d o n d e  x* 6 fi, K = 11 a |
De ( 2 . 9 )» d e d u c i m o s
- M o  - -o 5» i  “ ii lEl'.
2 ( x ^ - x  )
T o m a n d o  = | x - x “ |, ^  , con x f x “ , la d e s i g u a l d a d
a n t e r i o r  m u e s t r a  que
- 2a.(Xp - Xp) - a^ Ix-x'I^ 5 ^a^.
y por tanto, tras c â l c u l o s  e l e m e n t a l e s
Av(x) = H  a . . - II a.(x. - X.) - a^ ^  l * - x “ |^ 1 Y
Es decir, bajo  los s u p u e s t o s  a n t e r i o r e s , par a cada x* 6 fi la funcion 
v(x) c o r r e s p o n d i e n t e  v e r i f i e s :
i) v(x) £  0, Vx G fi,
(2.13)
ii) Av(x) £  f(x), para cas i todo x G fi.
T e o r e m a  2 . 1 . "S u p u e s t a s  las h i p o t e s i s  (2.8) 2  (2.11), y las c o n s i d e - 
ra c i o n e s  a n ter io res s o b r e  los dato s.  se tiene u ( x “ ) = 4j(x“), s£
X° G n, 2  d(x° ,r)  > sup (ip-g)]^^^".
D e m o s t r a c i ô n . Si x “ es como  en el e n u n c i a d o  su c o r r e s p o n d i e n t e  f u n ­
ciôn b a r r e r a  v( x), a d e m â s  de v e r i f i c a r  (2.13), es tal que
v(x) = - ^  |x-x*|^ £  - ^  . sup (ip-g) •= inf (g-^) £  u(x),
Vx 6 r.
Por tanto, las p r o p i e d a d e s  de c o m p a r a c i ô n  v i s t a s  en la p r o p o s i c i ô n  2.1
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c o n c l u y e n
0 = v(x ®) £  u(x°) - tp(x“ ) <_ 0 .|
La t e c n i c a  s e g u i d a  p e r m i t e  i n cluso e s t i m a r  a l g u n o s  v a l o r e s  "a p r i o r i "
de la so lucion.
C o r o l a r i o  2.1. " C o n s i d e r e m o s  (2.11), y sea ip tal que inf 4» > 0.
fi
S u p o n g a m o s  asî m i s m o  que se ti ene
(2.8') f - a^ X 2  Y, pa ra casi todo p u n t o  de fi, d o n d e  y es
una c o n s t a n t e  p o s i t i v a , 2  0 < X < inf 4'.
fi
Entonces se tiene» u ( x “ ) 2  2 Î  x 6 fi 2  d ( x°,F) £  -
D e m o s t r a c i ô n . Dad o x “ G fi, con d( x ° , F )  £  [4^ x]^^ ^ = R, b a s t a  c o n ­
s i d é r e r  _u s o l u c i ô n  del p r o b l e m s  (2.1) en B = B ( x “ ;R), con obstacu- 
lo X y c o n d i c i o n e s  h o m o g ë n e a s  de D i r i c h l e t  en 35. E n t o n c e s  £  £  u 
en B y por el t e o r e m a  2.1 a p l i c a d o  a u en B se tiene £(x) = X, 
es dec ir , u(x) £  X. (^^).^
Si en lu gar de c o n s i d e r a r  f u n c i o n e s  b a r r e r a s  p u n t u a l e s  como en
(2 .12), c o n s i d é r â m e s  b a r r e r a s  l o c a l e s  p o d e m o s  e n c o n t r a r  e s t i m a c i o n e s  
ce rca de la fr ont era .
En efecto, dado x* G fi y s > 0 c o n s i d e r e m o s
2
(2.14) V (x)
- ^  (|x-x°l - s )  , si | x - x “ j > s
0 . s i  I x-x°I £  s
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O b s e r v e s e  que w(x) * ( | x - x “ | - s) * |x-x°| + s - 2s |x-x**| es tal
que
1 = 1 , . . ..,N
9w(x) 
9x .
2 ( X i - * p  - 2,
9 w(x) _ 
9 x .3x .
1 J
2 - 2s
|x-x" I - ( x p - x p
si
2s
( X i ~ x p  ( X j - X p
si il*j
con i ,j = 1, . . . , N .
E m p l e a n d o  de n u e v o  -a. Ç.Ç - a < a., jçi^ p a r a
1 X 0 0 0 —  11 ' '
_  ^ X . - x°
E = ( I x-x° I - s), C . = J —  ((x.-x.) -     s) se t i ene
°  ^ S   ^  ^ | x - x p
« ^  *î ^ *î 9
-2 a.((x.-x_. ) - --------  s) - a (|x-x°| - s) £  4 a . , .
|x-x*I
Por ot ro  lado.
a 3 w(*)
ij 3xp3Xj
2 a i i  - 2 8 a..
( x . - x , ) ( x , - x , ) 
+ 2 s a .  ---    J---^
13 |x - X »  I
£  2 a . . - 2 s a. . + 2 s a.. 1 2 *i i
x - x  I |x-x-|
( R e c u ë r d e s e  como se s e n a l ô  en la n o t a  (*^) que las p r o p i e d a d e s  a l g e b r a £  
cas que a c o m p a n a n  al c o n c e p t s  de e l i p t i c i d a d  d e t e r m i n a n
®ij ^3 -  ®ii  ^*
Por tanto, de n u e v o  bajo los s u p u e s t o s  (2.8) y (2.11), p a r a  cad a  
x “ 6 fi y cada  s > 0 la f u n c i ô n  b a r r e r a  a s o c i a d a  v e r i f i e s :
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i) v^(x) £  0, Vx 6 fi
(2.15)
ii) A Vg(x) £  f(x), para casi todo x G fi.
T e o r e m a  2 . 2 . " S u p u e s t a s  las h i p o t e s i s  (2.8) £  (2.11), y las c o n s i d e r a - 
c i ones de r e g u l a r i d a d  s o b r e  los d a t o s  h e c h o s  en este apart a d o ,  se t i e n e : 
Si 3  x° G r 2  r > [^7 sup (4^g)]^^^, ta les que g(x) = t|^ (x) eii
Y r
r O  B ( x ° , r ) ,  e n t o n c e s  u(x) = 4»(x), en fi D  B ( x°,s), do nde
s = r - sup (4>-g)]^^^".
D e m o s t r a c i ô n . P a r a  x° G T y s > 0 com o en el e n u n c i a d o ,  la c o ­
r r e s p o n d i e n t e  fun c i ô n  b a r r e r a  v^( x) , a d e m a s  de veri f icar (2.15), es 
tal que pa ra  cada p u n t o  x 6 F se tien e la d e s i g u a l d a d  v^(x) £  u(x).
En efect o,  si x G F y |x-x" | < r  v^(x) £  0 = u(x) por hi p o t e s i s ,
m i e n t r a q  que si x G F y |x-x“ | £  r e n t o n c e s
V (x) £  ^  (r-s)^ * “ • "  sup (4»-g) £  inf (g-4>) £  u(x).
s oiv p
F i n a l m e n t e ,  los r e s u l t a d o s  de c o m p a r a c i ô n  y la d e f i n i c i ô n  (2.14)
c o n c l u y e n  el teorema.,.
Una r â p i d a  o b s e r v a c  iôn de las de mos t r a c i o n e s  a n t e r i o r e s  p e r mite 
de d u c i r  la i m p o r t a n c i a  de la h i p ô t e s i s  (2.8), pues si g=t|» en F eti 
tonces  u = i|; en todo fi. Por tanto, p a rece a c o n s e  j able inte n t a r  p r o ­
bar los a n t e r i o r e s  r e s u l t a d o s  c u a n d o  (2.8) sôlo es e x i g i d a  sob re  una 
parte de fi.
Se p u e d e  p e n s a r  en repetir las d e m o s t r a c i o n e s  a n t e r i o r e s  para
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la nue v a  s i t u a c i ô n  pe ro  s u r g e n  dos d i f i c u l t a d e s :
a) no se cono ce , "a priori", el v a l o r  de la s o l u c i ô n  en la fron 
tera de una p a r t e  fi' de fi
b) si no se c o n o c e n  los v a l o r e s  de u en 9fi' no p o demos em- 
pl ear la t ë c n i c a  de c o m p a r a c i ô n  e x p u e s t a  en la p r o p o s i c i ô n  
2.1.
La p r i m e r a  d i f i c u l t a d  p u e d e  salvarse con la e s t i m a c i ô n  "a pri ori" del 
te orema 2 .0 , pero al no e s p e c i f i c a r s e  el va lor de la c o n s t a n t e  c tal 
e s t i m a c i ô n  no se rîa muy util para n u e s t r o s  p r o p ô s i t o s .  E s t a  m i sma r a ­
zôn nos a p a r t a  de la p o s i b i l i d a d  de e m p l e a r  d i c h a  e s t i m a c i ô n  para s a ^  
var b) .
Sin embar go,  a) y b) p u e d e n  ser s u p e r a d a s  si e s t u d l a m o s  el pro 
ble m a  (2 .1) de una fo rm a no v a r i a c i o n a l , u t i l i z a n d o  el s i g u i e n t e  r e ­
su ltado :
T e o r e m a  2 . 0 ’ . (A. B e n s o u s s a n - J .L . L i o n s  |10|): " S u p o n g a m o s  que 
a^ j . a ^ . a ^  6 C(fi), f G C(fi), 4» G C (fi), 4» p £  0, y que se v e r i f i -
can (2.3) %  (2.11).
E n t o n c e s . exis t e  u n a  uni c a  u G ^(fi), Vp £  1, sol u c i ô n  de
(2 .1) pa ra g = 0" (^^)
La r e g u l a r i d a d  que aho r a  t e n e m o s  p e r m i t e  e n c o n t r a r  una e s t i m a ­
ciôn  mâs ac orde con n u e s t r o s  p r o p ô s i t o s ,  e m p l e a n d o  el p r i n c i p i o  del 
mâ x i m o  de J.M. Bo n y  | l 3 | .
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P r o p o s i c i o n  2 . 2 . " Ba jo las h i p o t e s i s  del t e o r e m a  2.0' se tiene la s i ­
g u i e n t e  e s t i m a c i ô n
L ” (fi) -  114'IL
Dem o s  t r a c i ô n . Co m o  u 6 ’ (fi) los t e o r e m a s  de i n m e r s i ô n  de S o bolev
d e t e r m i n a n  u-(j^  6 C(fi), y por tanto sin p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d  se puje 
de s u p o n e r  que e x i s t e  x ° G fi, tal que (ij,-u)(x*’) = I " "4' 11 ( o b s e r ­
ves e  que si x° G F la d e m o s t r a c i ô n  es t r ivial).
A p i i c a n d o  el p r i n c i p i o  de J.M. Bony al o p e r a d o r  A + c^ se tiene
lim sup ess [A(ijj-u) (x) + c^(ij»-u)xj £  0,
es deci r,  Ve > 0 , 3 6  > 0 taies  que
y por tanto
J
sup ess rA(\Jj-u) (x) + c (ip-u) (x)] > _e 
B ( x " ; 6)
inf ess [a (u -4/)(x ) + c (u-ij;)(x)l < e 
B ( x " , 6) °  -
De la cont in uidad de u-(j^  p o d e m o s  s u p o n e r  que ( u-4» ) ( x ) < 0, 
Vx 6 B ( x ° , 6) (basta es c o g e r  6 a d e c u a d a m e n t e  p e q u e n o ) , con lo que 
de (2.7) d e d u c i m o s
inf [f (x) - A^(x) + c (u-if,) (x)l < e, 
B ( x ° , 6) o J -
llegan d o s e  a
- Il f -A4»||^ + inf c (u-4»)(x) < E ,
B(x°,Ô)
con c l u y e n d o  de la c o n t i n u i d a d  de u — ijj la e s t i m a c i ô n
— 28 —
T e o r ema 2 . 3 . " S u p o n g a m o s  q u e  se t i e n e n  las h i p o t e s i s  d e l  t e o r e m a  2.0* 
asî como
(2.16) f(x) - A 4»(x) 2 y » en ca si todo  p u nto de un a b i e r t o  fi*
c o n t e n i d o  en ü, pa r a  una c o n s t a n t e  p o s i t i v a  y.
E n t o n c e s  u(x®) = ip(x“ ), sj, x ®6 fi* £
d ( x % 3 f i ' )  > . m a x  l|f-A<pIL ,
D e m o s t r a c i ô n . C o n s i d e r e m o s  pa r a  cada x® como en el e n u n c i a d o ^ la b o l a
B = B( x®,R), con R = [4^ . m a x  |lf-A4)||„, H'I'11 ^ ^  , asî
como su c o r r e s p o n d i e n t e  f u n c i ô n  b a r r e r a  v( x), da d a  por (2 .12).
C l a r a m e n t e  el p r o b l e m s  a c a b a  si p r o b a m o s  v(x) £  û(x), Vx 6 B , 
pues e n t o n c e s  0 = v (x ® ) £  u( x") - l|'(x**) £  0 .
U n a  m a n e r a  de ver esa d e s i g u a l d a d  c o n s i s t e  en d e m o s t r a r  qu e la
f u n c i ô n  v(x) - ù(x) no p u e d e  a l c a n z a r  un m â x i m o  p o s i t i v o  en B . En
e f e cto, si asî o c u r r i e s e  e n t o n c e s  ^  x* 6 B, tal que v(x') - û(x') =
= Il v - ü  II _  ( o b s e r v e s e  que po r la d e f i n i c i ô n  de v y la e s t i m a c i ô n  
C(B)
o b t e n i d a  en la p r o p o s i c i ô n  a n t e r i o r  se tiene
v(x) “ - 6K “ - * * *  1U - A ' 1'11„ . l k l l „ }  1  ü(x)
Vx G 3B) .
C o n s i d e r e m o s ,  enton c e s ,  el p r i n c i p i o  de Bony, que d é t e r m i n a
lim sup ess [a (v (x )- ü (x ) ) - c^( v(x ) - u(x) >]  £  0,
X ^  x^
X G n*
es decir , Ve > 0, ^  6 > 0 tal que
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sup ess [a Cv < x ) - Ù ( x ) ) - c (v(x )- u(x))] £  -€ ,
B ( xl;6) n  fi'
y por tanto,
inf ess [a (u ( x ) - v ( x ) ) + c (v ( x ) - u ( x ) )] £  e.
B(x ' , 6 )  n  O'
A h o r a  bien, si en x ' est â m e s  s u p o n i e n d o  que v-ü toma un v a ­
lor p o s i t i v o ,  e n t o n c e s  "a fortio r i " ,  po r las p r o p i e d a d e s  de la fu n c i o n  
bar r e r a ,  ü(x') < 0, lu eg o por c o n t i n u i d a d  se p u e d e  su p o n e r  ü(x) < 0, 
Vx 6 B(x';6) n  fi' (bas ta to ma r 6 s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o ) ,  con lo 
que de (2.7) d e d u c i m o s
inf [f(x )-A  v(x) + c (v(x) - ü ( x ) )] £  e.
B ( x ' ; 6 )  n  fi’ °
R e c o r d a n d o ,  f i n a l m e n t e ,  (2.13) c o n c l u i m o s
inf c (v( x) -u( x) ) £  e,
B(x' ; 6 ) n  fi'
lo que c o n d u c e  a una c o n t r a d i c c i o n  pa r a  v a l o r e s  p e q u e n o s  de e.^
S i g u i e n d o  la t e c n i c a  de la a n t e r i o r  d e m o s t r a c i ô n  es p o s i b l e  m o £  
trar los s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s
C o r o l a r i o  2 . 2 . " S u p o n g a m o s  (2.11), y sea ip tal que inf ip > 0.
fi
S u p o n g a m o s  asî m i s m o  que se tiene
(2.8") f - a^ X £  Y* pa r a  casi to do pun t o  de un ab i e r t o  fi'
en fi, d o n d e  y es una c o n s t a n t e  p o s i t i v a ,  y
0 < X < inf ip. 
fi
E n t o n c e s , u( x°) £  X, x® 6 fi' £  d ( x ® ;3fi') £
£  max ||f-a Xl | „
' o L (fi)
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T e o r e m a  2 . 4 . " S u p o n g a m o s  que se tienen  las h i p o t e s i s  del te o r e m a  2,0'
y (2.16). Si a d e m â s  ^  x® G F y r > [ ~  m a x  {—  || f-Aip ||^ , Il ^  11 »   ^^
taies en que F'O B(ic®, r) , u(x) = 0,- entonces u(x) - 4^(x), en fi'f) B(x ® , s ) ,
 ^ ------ L/iu_A.r.Il 11,1.Il n  1/2 ,,
F' F f 4,)".2
d o n d e  s = r - . m a x  —  { || f-Aij; 11 ^  , |U||„ }] (para 3fi' = F' f'.
T a l  co mo se i n dicô en el a p a r t a d o  a n t e r i o r ,  el p r o b l e m s  (2.1) 
a d m i t e  un a i n t e r p r e t a c i o n  p r o b a b i l î s t i c a  como un p r o b l e m s  de t i e m p o  de
parad a. En ef ecto, s i endo (a..) una m a t r i z  d e f i n i d a  p o s i t i v a  y sim ë-
^ii *^ik*^kj
trica, a d m i t e  una raîz c u a d r a d a  —  *'• , a,. = ----=— , que es ta m b i ê n
d e f i n i d a  p o s i t i v a  y simëtr i c a .  Ad emâs, tiene la m i s m a  r e g u l a r i d a d  que
(a^j) pu e s  se tiene la e x p r e s i ô n  (A.Kat o 15 0 |)
(j..(x) = —  I (2 a..(x) + X)  ^ a , . ( x ) d X .
TT I Iju .
Enton c e s ,  dad o  un s i s t e m a  ,w(t) ,P) como los d e s c r i t o s
en di cho a p artado, y un s i s t e m a  d i n â m i c o  regido por la e c u a c i ô n  dif e- 
r e n c i a l  e s t o c â s t i c a
d y%(t) = ( y x(t))d w(t) - S p ( y ^ ( t ) ) d t
y % (0) * X,
La f u n c i ô n  u s o l u c i ô n  de (2.1) v e r i f i e s
u(x) = inf J (G)
e *
d o n d e
r (00% ft
J ^ ( 6) “ F [J f(y^(t )) exp(-J a ^ ( y ^ ( s ) ) d s ) d t  +
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f®
+  <lj(y^(9) ) X 0<.^  ex p(- a ^ ( y ^ ( s ) ) d s )  +
X
+ g(yx^'^x^^^:0£ t ^  . exp (-j * aQ(yjj(s))ds)j ,
s i e n d o  el t i empo de sa lida del p r o c e s o  y^(t) del a b i e r t o  fi,
y 6 un tiempo de p a r a d a  r e s p e c t e  de F*”.
Una expos ic iô n d e t a l l a d a  de la a n t e r i o r  i n t e r p r e t a c i ô n  se e n c u e £  
tra en A. B e n s o n s s a n - J . L . L i o n s  |1 0 |. En es ta m i s m a  r e f e r e n c i a  se m u e £  
tra como
0^ = inf (s £  0 : u(y^(s)) = 4^ (yj^(s)))
es un ti empo de p a r a d a  ô p t i m o , es deci r,
u(x) = Vx 6 fi.
Un a s e n c i l l a  o b s e r v a c i ô n  de los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  en es te 
a p a r t a d o  p e r m i t e n  e n c o n t r a r  una e s t i m a c i ô n  del tiempo de p a r a d a  ôptimo.
T e o r e m a  2 . 5 . " S u p u e s t o s  (2.8) 2  (2.11), p a r a  ca da x G fi se tiene
0 < 0 < t
—  X —  X
d o nde t® = inf (s £  0 : d(y^( s ) , F )  £  . sup (4'-y)]^^^" ^
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2.2. O t r a s  c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o
Las e s t i m a c i o n e s  del c o n j u n t o  de c o i n c i d e n c i a  pa r a  c o n d i c i o n e s  
de c o n t o r n o  de tipo D i r i c h l e t  p u e d e n  ser e x t e n d i d a s  c u a n d o  se c o n s i d £  
ran otras c o n d i c i o n e s  de co ntorno.
Sea e n t o n c e s  el p r o b l e m s
Au £  f en Q
u £  4» en fi
(Au-f ) (u-41) = 0 en fi
3u ^ ^ ^ „ ,18
(2.17)
3V a
+ $ G B(ujp-g ) ( ")
dond e B es un gr afo  m a x i m a l  m o n ô t o n o  en R  con 0 G B(0) (una ex- 
p o s i c i o n  d e t a l l a d a  de esto s g r a f o s  p u e d e  e n c o n t r a r s e  en H. B r ë z i s  |1 7 |) 
Igual que el p r o b l e m s  (2.1), (2.17) p u e d e  ser f o r m u l a d o  en t e r m i n e s  v a ­
r i a c i onales: H a l l a r  u 6 K = {v 6 H'(fi) : u £  4», en casi todo p u nto de 
fi}, tal que
(2.18) I Au . (v-u) dx  £  I f ( v - u ) d x , Vv 6 K
/fi /fi
- + 4) G B(u I p-g) en r.
Este p r o b l e m s  pu ede ser e s t u d i a d o  a partir del r e s u l t a d o  de H. 
Brëzi s |1 5 | que s e n a l a b a m o s  co m o  t e o r e m a  2.0, si s u p o n e m o s  a d e m a s  
4) G w ^ ’“ (r).
Clar a m e n t e ,  e s tâmes i n t e r e s a d o s  en e s timar el c o n j u n t o  de c o i n c £
de ncia
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por tanto, e s t a b l e z c a m o s  un r e s u l t a d o  de c o m p a r a c i ô n .
/V oo O oo y S A  l o o
P r o p o s i c i ô n  2 i 3 . " Se a n  f G L (fi) , 4^ G W * (fi) , <f>, g G W ’ (F) 2
2
u G H (fi) v e r i f i c a n d o :
Au £  f en casi todo p u n t o  de fi
u £  4) en casi todo p u n t o  de fi
- + 4) G B (u I p-g) en ca si todo p u n t o  de F,
A '
don d e  B es un g r a f o  m a x i m a l  m o n ô t o n o ,  de , tal que
B^(r) = m a x  { z : z G B(r), r G D( B)) £  B (r) = {z :z G B ( r ) ,r G D (B ) )
Enton c e s ,  si f £  f, 4> £  4^ en casi todo pun t o  de fi, 2  4> £  4> » 
g £  g en casi todo p u n t o  de F, se tien e u £  u en ca s i  todo p u n ­
to de fi" .
De mo s t rac i ô n . C o n s i d e r e m o s  en la I.V. (2.18) v = u + (u-u) =
= sup ( u , u) £  4^, con lo que una i n t e g r a c i ô n  por p a r t e s  en (2.18) cond_u 
ce a
(2.19) a(u, (u-û) ) -I (u-u)" > (f, (u-u) ) .f 3u
■)r %
M u l t i p l i c a n d e  a am bos m i e m b r o s  de Au £  f por -(u-û) ,
to mando i n t é g r a l e s ,  e i n t e g r a n d o  por p a r t e s  se tiene
i(2 .20) a(-u, (u-ü) ) + I (u-u) > -(f, (u-u) ).
Aho r a  bien.
( g ^  - 9^ )  • (u-u) £  ( $ - B  (ûjp-g) - 4> + B^(u j p-g) ) . (u-G) £
A A * ’
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£  (B ^(u jp-g) - B ( u j p - g ) ) . Cu-u) < 0 ,
en ef ecto, si u > u en a l g O n  p u n t o  de F, e n t o n c e s  p a r a  al gun Ç 
se tie ne  ,
u-g 5  Ç 1  û- g ,
y por tanto
B ' ^ ( u | p - g )  < 6 + ( C )  < T ( Ç )  < B " ( u | p - g ) . ,
S u m a n d o  e n t o n c e s  (2.19) y (2.20) se tiene
a(u -u , (u-u) ) £  0 
y r e c o r d a n d o  que (() » - (ji , a(({)^ ,(j) ) = 0, V<j> 6 H'(fl),
a((u- u) , (u-u) ) £  0 ,
f i n a l m e n t e ,  la h i p d t e s i s  de c o e r c i v i d a d  sob r e  a d é t e r m i n a
(u-u) = 0 ==» ►  u £  u, pa ra ca si  todo p u n t o  de x.|
Como es conoc i d o ,  c u a n d o  se c o n s i d e r a n  c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o  
d i s t i n t a s  a las de tipo D i r i c h l e t  la " f o r m a ” del d o m i n i o  fi j u e g a  un 
pa pal m u y  i m p o r t a n t e  en el e s t u d i o  de a l g u n a s  p r o p i e d a d e s .  En conerje 
to, s o b r e  los p u n t o s  x® de c o i n c i d e n c i a  entre u y if; va a pesa r 
f u e r t e m e n t e  la "f o r m a "  de al m e n o s  al e m p l e a r  la t i c n i c a  de las
f u n c i o n e s  b a rreras.
C o n s i d e r e m o s  el p r o b l e m s  (2.17) r e l a t i v e  a c o n d i c i o n e s  de c o n ­
to rno h o m o g i n e a s  de tipo N e u m a n n  que se c o r r e s p o n d e n  con el ca so  en 
que B(r) = 0 .
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T e o r e m a  2 . 6 . "Sea 6(r) = 0, Vr 6 R  y s u p o n g a m o s  que se v e r i f i c a  (2.8) 
2  (2.11), asi com o las h i p o t e s i s  del t e o r e m a  2.0 r e l a t i v a s  a (2.17) . 
Enton c e s ,  ai x® G ÎÎ es tal que o = inf a^j cos(n ( x ) , x ^ )  > 0
X 6 r
(2.21)
(do nde n es el v e c t o r  n o r m a l  e x t e r i o r  a fi), %
d ( ^ “ .r) > [ ~  sup ( ^  - *)] .
se tiene u(x®) = if; (x® ) " .
Demo stra c i o n . Sea u = u-if;, que c l a r a m e n t e  v e r i f i c a
AÙ  _< f-Aij; = f en casi todo pu nto de
u £  0 en cas i todo p u nto de (2,
(Au - f).ù = 0  en casi todo pu nto de Î2,
- + <J> G B( ujp-g) en casi todo p u n t o  de F
donde $ = $ - 3^ .  g = g-^jp.
Cons ider e m o s  x® G (2 tal como en el e n u n c i a d o  del teorema. La 
f une ion b a r r e r a  c o r r e s p o n d i e n t e , v(x), verif ic arâ (2,13). Entonce s,
si p r obamos
(2.22) £  $( x)-  » pa ra casi todo x G F
A A
la p r o p o s i c i ô n  2.3 c o n d u i r a
0 = v( x®) £  u(x®) - if;(x®) £  0 .
Para p r o b a r  (2.22) en x G F, i n t r o d u c i m o s  un c a mbio de coordje
nadas re ferido a una bas e B = {e , . . . , } con o r i g e n  en x®, tal
que la d i r e c c i ô n  de e^ coin c i d a  con la del v e c t o r  x x®. Pa ra esa
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n u e v a  b a s e  las c o o r d e n a d a s  de x y n(x) s e r a n  r e s p e c t i v a m e n te 
X *= .... , n(x) = (fij,----
con Xj = . . . =v x^-l
Por ta nto v(x) « - ^  y ento n c e s
*N c o s ( n ( x ) ,  Xj) < - sup ( g ^  - *) £  <t>(x) -
94>(x) 
avA ‘#
C o n s i d e r e m o s  a h o r a  el p r o b l e m s  (2.17) r e l a t i v e  a c o n d i c i o n e s  de 
c o n t o r n o  de tipo m i x t o  que c o r r e s p o n d e n  a g r a f o s  de la forma 
B(r) = y r , y > 0 .
T e o r e m a  2 . 7 . " Sea 3(r) = y r, con y > 0, y s u p o n g a m o s  que se t i e - 
nen las h i p o t e s i s  del t e o r e m a  2.6. E n t o n c e s ,  si x® 6 Î2 es tal que 
Hx» > 0, X
(2.23) d (x ® , r )  > ^  ’i' + 3^  - '
se tiene u(x°) = ijj(x®)".
D e m o s t r a c i o n . Para x® como  en el e n u n c i a d o  b a s t a r â  con p r o b a r  que
9V-^ x) ^ ^ v(x) _< (x) + y ù(x) , par a  casi todo  x 6 T.
3Va





F i n a l m e n t e ,  como el lado d e r echo de (2.23) es la raîz p o s i t i v a  
de la e c u a c i o n
^  + -3 I -  r - sup (y i|; +  - 4.) = 0 .
1 A
ob t e n e m o s
^ a ^  y v(x) £  -s u p  (y if; + " < ! > ) “ inf ($ - - y i(/) £
9Va r "^ A^ r
£  4)(x) - (x) - y 4^ (x) = + y ù  (x), para ca si  todo
X G r . .
E s c o j a m o s  por u l t i m o  c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o  de tipo S i g n o r i n i ,
es decir, ulp £  g, , ( u L - g )  . ( g ^  - 4») = 0 .
* A A
Es t e  tipo de c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o  p u e d e  e x p r e s a r s e  m e d i a n t e  el grafo
(2.24) B(r)
0 , si r < 0
[0 ,+” [, si r = 0
0 si r > 0 .
T e o r e m a  2 . 8 . " Sea g como en (2.24), y s u p o n g a m o s  que se tien e n  las 
h i p o t e s i s  del t e orema 2.6. E n t o n c e s ,  si x® G ft es tal que n^o >0,
X
d ( x ® , r )  > m a x  sup ( g ^  - (j)) , sup (i^-g)]^^^}
se tie ne  u (x ® ) = ifi(x®)".
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D e m o s t r a c i o n . P a r a  un x “ como en el e n u n c i a d o ,  b a s t a r a  con p r o b a r
v(x) £  g(x) - <f;(x), - ^ 3^^^ » p a r a  c a s i  todo
A A
X 6 r,
pe ro  ello  se sig n e  de las d e m o s trac iones de los t e o r e m a s  2.1 y 2 .6 .,
Co mo en el ca so de c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o  de ti po D i r i c h l e t ,  
aq uî  t a m b i ê n  es p o s i b l e  e n c o n t r a r  e s t i m a c i o n e s  cer c a  de la f r o n t e r a  
que solo e n u n c i a m o s .
T e o r e m a  2 . 9 . ( C o n d i c i o n  de tipo N e u m a n n  h o m o g é n e a s ) :  "B a i o s  las h i p o ­
tesis del te o r e m a  2 .6 , s u p o n g a m o s  que e x i s t e n  x® 6 T ^
r > [ sup ( - 4))] , ta ie s que g ^ ( x )  - * (x) en
r A A
r O  B( x®,r) d o n d e  D^o = inf a^j (cos n( x), Xj ) > 0 (B^ es
r n  B^=(x®,r)
el c o m p l e m e n t e r  io de B) . E n t o n c e s , u (x) = if'Cx), eja f t D B ( x ® , s ) ,
con s = r - [- sup ( 3^  -
-rn;. r " " A  - f
T e o r e m a  2 . 1 0 . ( C o n d i c i o n  de tipo mi xto) : " Ba.jo las h i p o t e s i s  del teore­
ma 2 .6 , s u p o n g a m o s  q u e  e x i s t e n  x® 6 F %
r > [(— ^  f  + ^  sup (y ijj + ---» tai es  que
+  y ijj = 4) len F D  B (x® , r) .
E n t o n c e s , u (x) = ij;(x), en f t D B ( x ® , s )  , con
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3 = r - [(-^)^ + ^  't' + + ~ V ~  "'^
T e o r e m a  2 . 1 1 . ( C o n d i c i o n e s  de Sig n o r i n i )  "B ajo las h i p o t e s i s  del teore- 
ma 2.6, s u p o n g a m o s  que e x i s t e n  x “ 6 F y
r > m a x  { —  gup ( - ^  - 4») ) , (—  sup (ip-g) ) } ^  taies que
yn^o F ^ F
g(x) = tp (x) 2  4»(x) = en F B (x® , r) .
E n t o n c e s , u (x) = <i(x), en^  f t O B ( x ® , s ) ,  con
s = r - m a x  { (— ^^ sup ( 3^  - 4>)). (4^ sup (t~g) ) ^  ^  ^  «
Yn ^o  F ^ F
E s t i m a c i o n e s  como las e n c o n t r a d a s  en este c o n t e x t e  tie nen un pa-
pe l i m p o r t a n t e  en el est u d i o  de d i v e r s a s  c u e s t i o n e s  taies co mo  fenom e-
nos de r u p t u r a , el probleraa del w a r r a n t  de una a c c i o n  de boi sa,  etc. 
Una e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  de este tipo de a p l i c a c i o n e s  puede e n c o n t r a r -  
se en la r e f e r e n d a  ya c i t a d a  P. Van M o e r b e k e  | 79 | .
En otro c o n t e x t e  no m u y  lejano, séria i n t e r e s a n t e  e n c o n t r a r  las 
e s t i m a c i o n e s  del conj unto de c o i n c i d e n c i a  para d i f u s i o n e s  d e g e n e r a d a s  
r e f l e j a d a s  a la s a l i d a  del d o m i n i o  (ver J.L. M e n a l d i  |6 5 |). Ello 
se ra m o t i v e  de un p r o x i m o  t r a b a j o  e m p l e a n d o  las ideas d e s a r r o l l a d a s  
en el t e o r e m a  3.3.
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3. E S T I M A C I O N E S  EN LAS E C U A C I O N E S  DE H - J - B .
Cons i d e r e m o s  de n u e v o  la s i t u a c i o n  ge n e r a l  e x p r e s a d a  por las 
e c u a c i o n e s  de H a m i l t o n - J a c o b i - B e l l m a n  con o b s t â c u l o
sup { A ( x , v ) u ( x ) - f  (x,v) } £  0, para casi todo x 6 
v 6 V
(3.1) (1.7)
u (x) £  ip (x) , pa ra casi todo x 6
(u (x)-if) (x) ) . sup { A ( x , v ) u ( x ) - f  (x,v) } = 0, para  casi  
v 6 V ^
todo X 6 R  ,
con to das las n o t a c i o n e s  y o b s e r v a c i o n e s  e x p u e s t a s  en el p r i m e r  a p a r t £  
do. Asî mism o, a lo largo de e s t a  e x p o s i c i o n  s u p o n d r e m o s  la h i p o t e s i s
H . Po r los m o t i v e s  rep et id a m e n t e  e x p u e s t o s  e s t a m o a  i n t e r e s a d o s  en es- 
timar el conj unto de c o i n c i d e n c i a  de la s o l u c i o n  u co n el o b s t â c u l o  
]p, pa r a  ello d is t i n guir emos dos casos, a t e n d i e n d o  al dom inio.
3.1. CASO  R ^
R e c u e r d e s e  que en es t a  s i t u a c i o n  los r e s u l t a d o s  de N.V. K r ylov, 
y en p a r t i c u l a r  el que aquî h e m o s  e n u m e r a d o  como t e o r e m a  1 .1, d é t e r m i ­
nas la e x i s t e n c i a  y u n i c i d a d  de la s o l u c i o n  u 6 ^ ^ ô c  de (3.1).
El p r i n c i p a l  r e s u l t a d o  pa r a  es t a  s i t u a c i o n  g e n e r a l  es el s i g u i e n
te .
T e o r e m a  3 . 1 . " S u p o n g a m o s  qu e e x i s t e  un a b i e r t o  G ( p o s i b l e m e n t e  no 
acotado ), y un a c o n s t a n t e  Yj > 0 , tal que
(3.2) f(x,v) - A(x ,v ) ip(x) 2  Yi» Vv 6 V, Vx 6 G.
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E n t o n c e s , u(x®) = (x® ) , £ i  x® 6 G %
d(x ° , 9 G )  2  [ sup ( lU^,- (v) 1|„) ] , don d e
^1 v 6 V
Y 2  “  ^  ® “ P  II ^  -  A ( v ) i f ; | | „  " .  ( ^ ^ ) .
o V 6 V
D e m o s t r a c i o n . La c o m p r o b a c i o n  del r e s u l t a d o  a n t e r i o r  emplea tëcnic as 
muy par ec idas a las e x p u e s t a s  en el a p a r t a d o  ant erior, por lo que algju
nos de los c a l c u l e s  p o d r â n  ser u t i l i z a d o s  d i r e c t a m e n t e .
Cons i d e r e m o s  las f u n c i o n e s  a u x i l i a r e s  ù = u-if y f(v) = f(v) -
- A(v)<p que v e r  if ican
sup { A ( x ,v ) Ü ( x ) - f ( x , v) } £  0, para casi todo x 6 ,
V 6 V
(3.3) S(x) £  0, Vx G r ”
ù (x) . sup (a (x ,v ) u (x ) - f (x , v) } = 0, para casi todo x G R^ 
V 6 V
Sobre este p r o b l e m a  (3.3) es p o s i b l e  e s t a b l e c e r  el r e s u l t a d o
Le ma  3 . 1 . "La s o l u c i o n  u £ e  (3.3) v e r i f i c a  la s i g u i e n t e  es t imac ion
"a pr i o r i "
1 1  "  I L  i  ' s u p  I L  ( v )  I L " ' #
o V 6 V
C o n s i d e r e m o s  a h o r a  x® co mo  en el e n u n c i a d o  del t e orema y d e f £
na mos s o bre = {x G G : |x-x°| < R } la fu ncion b a r r e n s  pun tuai
w(x) = -k I x - x ® I ^ .
Por la h i p o t e s i s  H, c^ es s u f i c i e n t e m e n t e  grande, luego p u £  
de s u p o n e r s e  que
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ai^(x.v) |Ç1 + ap(x,v)Ç^Ç^ + a^(x,v)Ç^ 2 0
con = |C|, K 6 R ^ , Vv 6 V, y por tanto, trfis c â l c u l o s  e l e m e n t a l e s
A ( x,v) w(») £  6k . Vx G B^, Vv 6 V.
( R e c u e r d e s e  los c o m e n t a r i o s  y c â l c u l o s  del a p a r t a d o  2).
Yi
Si a h o r a  c o n s i d e r a m o s  k = ?-----------n------7— Tii—  p o d e m o s  c o n c l u i r6 . sup l|a^^(v)|l^
V G V
(3.4) A(x,v) w(x) - f(x,v) £  0, Vx G B^, Vv 6 V,
sin mas que tener en c u e n t a  la h i p o t e s i s  (3.2).
rY 2l 1/2
H a g a m o s  R = "17 * De l le ma 3.1 se d e d u c e  e n t o n c e s  que w-u
no p u e d e  tomar v a l o r e s  p o s i t i v o s  en la b r o n t e r a  SB^^ (^^) . F i n a l m e n  
te, si p r o b a m o s  que t a m p o c o  p u e d e  tomar v a l o r e s  p o s i t i v o s  en el i n t e ­
rior de B ^ , c o n c l u i r e m o s  en p a r t i c u l a r  que
0 = w ( x “) £  u ( x ® ) - ij;(x°) £  0.
Como u es una f u n c i o n  a c o t a d a  y u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  ( r e c u ë r d e s e  
N.V. K r y l o v  |5 4 |) si s u p o n e m o s  que w - u  a l c a n z a  un mâxirao p o s i t i v e  
en B^, por la e l e c c i ô n  de R, ha de h a c e r l o  "a f o r t i o r i "  en a l gdn
x^ G B ^ . Ad e m â s ,  x^ 6 C * {x : u(x) < 0}, pue s w solo to ma v a l o ­
res no p o s i t i v o s .  Por tanto, de la c o n t i n u i d a d  de u se d e d u c e  que en 
un c i e r t o  e n t o r n o  B ' ■ B ( x \  6) se tiene
sup (A(x , v ) ü ( x )  - f ( x , v ) } = 0, p a r a  casi todo x G B',
V G V
es de cir, Ve > 0, j  v(x) G V, ta ies  que 0 £  A ( x ,v ( x ) ) u(x) - 
- f ( x , v ( x ) ) + e, p a r a  ca si  to do x G B'; y de (3.4)
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(3.5) A ( x , v ( x ) )  w(x) - f( x,v(x)) < A ( x,v(x)) u(x) - f(x,v(x ))  + E,
para  ca s i  todo x G B * .
Una a d e c u a d a  u t i l i z a c i o n  del p r i n c i p l e  de Bony d é t e r m i n a
lim sup ess ( A ( x , v ( x ) ) (w-u)(x) - c ^ ( w - u ) ( x ) ) £  0 (^ L ,
X X *
es decir , Ve > 0, ^  6 ’ > 0  ta les que
sup ess ( A ( x ,v ( x ) ) ( w - u ) ( x ) ) - c ( w - u ) ( x ) ) > - e .
B ( x ' ,6 ') °
Sin p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d  se p u ede su p o n e r  6 ' < 6 , con lo que
de
sup ess ( A ( x ,v ( x ) ) (w-u)(x) - c ( w - u ) ( x ) ) > -E
B ( x ’ .ô') °
y de (3.5) se d e d u c e
sup (- c ( w - u ) ( x ) ) > - 2e,
B ( x ' , 6 ')
de don de
inf (c ( w - u ) ( x ) ) < 2e,
B ( x ' ,5') ”
f a c i l m e n t e  se p u e d e n  o b t e n e r  e n t o n c e s  c o n t r a d i c c i o n e s  para v a l o r e s  pe- 
queno s de E, si s u p o n e m o s  ( w - u ( x ') > 0 . ^
D p m o s t r a c i o n  del lema 1 . 3 . Como ù esta a c o t a d a  y es u n i f o r m e m e n t e  coii
tinua, e x i s t e  x" 6 C = {x : u ( x ) < 0}, tal que -ù a l c a n z a  un m â ximo
p osi t i v e  en x", ad emâs,
sup {A ( x ,v ) u ( x ) - f ( x ,v ) } = 0, p a r a  cas i todo x 6 B" = B ( x " , 6), 
V 6 V
p a r a  a l g â n  6 > 0. Por tanto, V e > 0, J v(x) G V taies que
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0 < A ( x , v ( x ) )  ù(x) - f(x,v ( x ) )  + c, para casi todo x 6 B". 
y de ahî
(3.6) A(x,v(jç)) (-Ù) (x) £  - f C x . v C x ) )  + e £  | | f ( . , v ( x ) | L  + e £
£  sup II f (v) 11^ + e, 
v 6  V
p a r a  cas i  todo x G B".
De n u e v o  una a d e c u a d a  u t i l i z a c i o n  del p r i n c i p i o  de B o n y  c o n d u c e
l im sup ess ( A ( x ,v ( x ) ) (-ù)(x) - c ( - ü ) ( x ) ) > 0, 
X x" °
es decir,  Ve > 0 ^  6' > 0 ta ies  que
sup ess ( A ( x , v ( x ) ) (-Ù)(x) - c ( - ü ) ( x ) ) > -E .
B ( x",ô') °
Si n p ê r d i d a  de g e n e r a l i d a d  se p u e d e  s u p o n e r  6 ' > 6 , con lo que
de (3.6) se d e d u c e  e n t o n c e s
sup II f (v) Il + sup (-C (-Ù) (x) ) > - 2e, 
v G  V B ( x " , 6 ’)
- sup II f (v) 11 + inf (-C u (x) ) £  2e,
v G  V “  B ( x " , 6 ')
f i n a l m e n t e ,  la con t in u i d a d  de ü en x" c o n c l u y e  la est i m a c i o n .^ (^ ^ )
Co m o  se i n d i c ô  en otro lugar la h i p o t e s i s  (3.2) j u e g a  un papel  
i m p o r t a n t e  en la o b t e n c i o n  de est a s  e s t i m a c i o n e s ,  a d e m â s  es de alguna 
f o r m a  una h i p o t e s i s  6p t i m a  co mo lo mu e s  t ra el s i g u i e n t e  r e s u l t a d o .
E j e m p l o  4 . C o n s i d e r e m o s  la f u n c i o n  u(x) = - e ^ * , R > 1.
C l a r a m e n t e  v e r i f i c a  m a x  (-u" + u - ( R ^ - 1 ) e ^ ^ ,u) “ 0 y no e x i s t e  nin-
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gun p u n t o  de c o i n c i d e n c i a  con el obstâc u l o -
El te o r e m a  3.1 p u e d e  ser e x t e n d i d o  al caso no u n i f o r m e m e n t e  e l i p - 
t i c o , es decir, c u a n d o  se p r e s c i n d s  del punt o iv) de H. En es t a  s i t u a ­
cion P.L. Lio n s  r e s u e l v e  el p r o b l e m a  (3.1), inc luso cu ando los c o e f i c i e n  
tes y el o b s t â c u l o  p e r t e n e c e n  a '™ ( R ^ ) m e d i a n t e  el s i g u i e n r e  r e s u l t ^  
do .
T e o r e m a  3 . 2 . (P.L. L i ons |6 3 |). " S u p u e s t o s  los pu ntos i ) , ii) %  iii)
de H ' , r e f e r i d o s  a ’ ( R ^ ) , e x iste una un ica f u n c i o n  u que v e r i-
f ica
(3.7)
u 6 W ^ ' “’(R^), A ( v ) u  e L°°(R^) , sup ||A(v)u ||^ < + =
V 6 V
sup ( A ( x ,v ) u (x ) - f ( x ,v ) } £  0, para casi todo x 6 R ^ , 
v 6  V
u(x) £  4^(x), para ca si todo x 6 R ^
(u(x)-4»(x)) . sup ( A ( x ,v ) u (x ) - f ( x , v) } = 0 para casi todo x G R^
V 6 V
V ' (r” ) , v x  G r ” , IxI = 1".
O b s e r v e m o s  que la u l t i m a  p r o p i e d a d  indic a que la f u n c i o n
1 , 1 2  
u - —  cIX I es concav a.
En la d e m o s t r a c i o n  del te o r e m a  3.2 solo se e m p l e a n  a r g u m e n t e s
p r o b a b i l i s t i c o s ; su punto mâs i m p o r t a n t e  c o n s i s t e  en p r o b a r
u = lim u u n i f o r m e m e n t e  en R  , d o nde u es la s o l u c i o n  de (3.1), 
elo ^ ^
c ua nd o A(v) ha sido s u s t i t u i d o  por - G A  + A ( v ) .
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T e o r e m a  3 . 3 . "Ba j o  los s u p u e s t o s  del t e o r e m a  3.2, el t e o r e m a  3.1 s i g u e  
s i endo v â l i d o " .
D e m o s t r a c i o n . En e f e c t o ,  si s u p o n e m o s  la h i p o t e s i s  (3.2) e n t o n c e s  se 
t iene
f(x,v) - A(x,v)t|;(x) -(-eAi|;(x)) 2  Yj +  ÇA4<(x) 2  Yj “ ,
do nde c l a r a m e n t e  c^ es un a c o n s t a n t e  que t i e n d e  h a c i a  0 , c u a n d o  £ 
t i e n d e  h a c i a  0. Sin p ê r d i d a  de g e n e r a l i d a d  se p u e d e  p e n s a r  que 
Yj - > 0 , sin mâs que tom a r  v a l o r e s  muy p e q u e n o s  de e.
A p l i c a n d o  e n t o n c e s  el t e o r e m a  3.1 al p r o b l e m a
sup {A(x ,v ) u (x) - eA u (x) - f ( x , v ) } < 0 
v 6 V
(3.1)
c o n c l u i m o s
u^ (x) £  4>(x) ,
(u (x) - 4)(x) ) . sup { A ( x ,v )u  (x) - e A  u (x) - f ( x ,v) } = 0
^ v 6  V ^ ^
— ^.sup (l|a^(v) + e|!„)]^2 
U  £ v G V  J
u^(x ®)  = 4^(x®) , si X® G G y d (x ®;9C) 2
f i n a l m e n t e  h a c i e n d o  t e nder e h a c i a  0 se ti ene u (x® ) = if)(x®), para  
las X® del e n u n c i a d o ..
Los t e oremas 3.1 y 3.3 p u e d e n  ser c o m p a r a d o s  a los r e s u l t a d o s  o 2
te n i d o s  po r A. F r i e d m a n  - P . L .  L i o n s  14 5 |. Ell o s  m u e s t r a n  que si m
A, f - A f, > c > 0, pa r a  todo m k , en 1x1 > R, e n t o n c e s  
k m m k —  ' '
sup {A u - f } = A . u  - f. en |x| > R. > R, per o  solo c u a n d o  los
a ID Ul K  iC X
m£l
c o e f i c i e n t e s  de los o p e r a d o r e s  A ^  son c o n s t a n t e s .
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3.2. D Q M i N i O S  A C O T A D O S
D u r a n t e  a l g u n  tie mpo  las ecuac iones de H a m i l t o n - J a c o b i - B e l l m a n  
con o b s t â c u l o  (o sin el) e n t e n d i d a s  so br e dom i n i o s  a c o t a d o s  p e rmane-  
ci eron sin una r e s p u e s t a  a d e c u a d a .  A c t u a l m e n t e ,  e x i s t e n  en la l i t e r a ­
ture r e s u l t a d o s  c o n c r e t o s  que p e r m i t e n  e n t e n d e r  c l a r a m e n t e  esta nu eva 
s i t u a c i o n .
P r e f e r e n t e m e n t e  los r e s u l t a d o s  trat a n  sobre las e c u a c i o n e s  H- J-B 
con c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o  h o m o g é n e a s  de tipo D i r i c h l e t  (^^) . Para p r £  
b l e m a s  con o b s t â c u l o  la r e f e r e n d a  que e m p l e a r e m o s  es: (^^)
T e o r e m a  3 . 4 . (P.L. L i o n s  |6 2 1): "Supue s tos i ) , ii), iii) £e H ', 2
iv) £ e  H r e f e r i d o s  a W ^ ’ (ft) , con ip | p 2  0 , e n t o n c e s  e x iste una
u n i c a  fu n c i o n  u € * (ft) C) ' ((2) , tal que
spp ( A ( x ,v ) u (x ) - f ( x ,v ) } £  0, para casi todo x 6 fi
V e V
(3.8) ■ u(x) £  4^{x) , para todo x 6 ft
(u(x)->j^(x) . sup {A (x , v) u (x)-f (x , v) } = 0, para casi todo 
^ X 6 fi".
R e p i t i e n d o  e n t o n c e s  las tec nicas e x p u e s t a s  en los a p a r t a d o s  2 
y 3.1 es p o s i b l e  d e m o s t r a r  los s i g u i e n t e s  re s u l t a d o s
Le ma 3.2. " Bajo las h i p o t e s i s  del t e o r e m a  3.4 se tiene la s i g u i e n t e 
es t i macion
tlu-tp I L  ^  ( sup ~  ||f (v)-A(v)4;||^ , i n  L  ) " .
V 6 V o
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T e o r e m a  3 . 5 . " S u p o n g a m o s  que se t i enen las h i p o t e s i s  del t e orema 3.4, 2 
que e x i s t e  una c o n s t a n t e  y > 0 , tal que
(3.9) f(x,v) - A(x,v)ij;(x) £  y, par a  cas i todo x 6 ft, Vv G V.
E n t o n c e s , u(x°) = i|;(x®), £ Î  x® 6 ft, y
d ( x ° , D  > . sup if; . sup ( I|a.j (v) | L ) 1
L' r V G V -I
T e o r e m a  3 . 6 . "S u p o n g a m o s  que se t i e n e n  las h i p o t e s i s  del t e orema 3.4,
y sea ip tal que inf if; > 0. S u p o n g a m o s  asî m i s m o  que se tiene
(3.10) f ( x ,v) - a o ( x , v ) X  2  Y» pa r a  casi todo x G ft, Vv G V, d o n d e
Y es una c o n s t a n t e  p o s i t i v a ,  y 0 < X < inf \|».
ft
E n t o n c e s , u ( x ® ) 2  X , £ £  x G ft y 
d ( x ® , D  > X . sup^ ( ||a^j(v) Il ^
T e o r e m a  3 . 7 . " S u p o n g a m o s  que se v e r i f i c a n  las h i p o t e s i s  del teore ma
3.5. E n t o n c e s , si n  x® G F 2  r > |^ sup tfi . sup ( || a . ^  (v) 11 ^  ) |  ^^ ,
J  LY p V 6 V ^ ™ J
taies  que 4;(x) = 0 en Ff) D(x® , t) , se tien e u (x) « 4,(x) gn
ft n  B ( x ® ,s ) , do nde
sup 4; . sup ( HSii( v)  #
L ' V 6 V J
E m p l e a n d o  la e s t i m a c i o n  del le ma 3.2 es p o s i b l e  d e m o s t r a r  los aii
te riores r e s u l t a d o s  cuando las h i p o t e s i s  (3.9) y (3.10) son so lo  exi g i d a s
sob r e  una pa rte a b i e r t a  de ft. En este caso, h a y  que r e e m p l a z a r  la can
tidad sup 4; por m a x  (sup ~  || f (v)-A (v) 4; 11 , ||4^ || ).
F V 6 V o
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Co m o  en el caso , t a m b i e n  aq u î  s o n  v a l i d o s  los teo r e m a s  a n t e r i o r e s
c u a n d o  los o p e r a d o r e s  no son u n i f o r m e m e n t e  e l î p t i c o s .
El e s t u d i o  a n t e r i o r  pu ede r e p e t i r s e  pa ra d o m i n i o s  no acota d o s ,
N
d i s t i n t o s  de R  .
4. C O M E N T A R I O S  F I N A L E S
La o b t e n c i o n  de e s t i m a c i o n e s  s o b r e  el conj unto de c o n t i n u a c i o n ,
es decir, so bre el conj unto en el que la s o l u c i o n  no a l c a n z a  el o b s t â ­
culo, es en g e n e r a l  b a s t a n t e  a r t i f i c i o s a .  F o r  el lo solo v e r e m o s  una ca 
r a c t e r i z a c i o n  t o p o l o g i c a .
T e o r e m a  4 . 1 . " S u p o n g a m o s  que se v e r i f i c a
(4.1) f(x,v) - A(x,v)tf;(x) £  0, p a r a  casi todo  x G R^ ,  Vv 6 V 
Entonces, el conj un to
Qj < (f/J = { X G R ^  ; u(x) < ip (x) }
es conexo, o en caso c o n t r a r i o  sus c o m p o n e n t  es c o n e x a s  no son a c o t a d a s "
D e m o s t r a c i o n . S u p o n g a m o s  que ^u < no es c o n e x o  y que a d m i t e  una
co m p o n e n t e  c o n e x a  Ü acota da.
S o b r e  U se ti en e la s i g u i e n t e  d e s i g u a l d a d
(4.2) sup {A(v)(j; -f( v) } £  0 = sup {A(v) u - f(v)}.
v 6 V V G V
Por ot ra par te , "a f o r t i o r i "  9U C  - [u < if)] , con lo que
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(4.3) ip(x) " u (x) , Vx 6 9U.
E m p l e a n d o  e n t o n c e s  los r e s u l t a d o s  de c o m p a r é e  ion d e d u c i d o s  del 
p r i n c i p i o  de Bony, por e j e m p l o  los u t i l i z a d o s  en el t e o r e m a  3.1, con­
c l u i m o s  de
(4.2) y (4.3) £  u (x) < 4*(x) , par a  todo x G U, lo que
c o n s t i t u y e  un a b s u r d o . ^
A  un r e s u l t a d o  p a r e c i d o  p u e d e  l l e g a r s e  c u ando se c o n s i d e r a n  las 
e cu a c  iones de H a m i 1t o n - J a c o b  i - B e l l m a n  con o b s t â c u l o  s o b r e  d o m i n i o s  a c £  
t a d o s .
T e o r e m a  4 . 2 . " S u p o n g a m o s  que F es c o n e x o , y que se v e r i f i c a
(4.3) f ( x , v) - A(x,v)if;(x) 2  D, p a r a  ca si todo x G fl, Vv € V. 
E n t o n c e s ,  el c o n j u n t o
[u < - {x G ft : u (x) < 4;(x)}
es c o n e x o  (sup u e s t o  i(i >0 en D " .
D e m o s t r a c i o n . S u p o n g a m o s  que [u < no es c o nexo y que U la com-
p o n e n t e  c o n e x a  de [u < 4»] que c o n t i e n e  a un en t o r n o  de F. Sea U ' 
ot r a  c o m p o n e n t  e c o n e x a  de {^ u < 4'! d i s t i n t a  de ü.
En U* la s o l u c i o n  u v e r i f i c a  la d e s i g u a l d a d
(4.4) sup { A ( v ) 4 ^ - f ( v ) } £ 0 “ sup (A (v) u - f (v) } .
V G V V G V
Por ot r a  p a r t e  9 U ' solo p u ede est a r  c o n t e n i d o  en F 6 et
ft - [u < 4^3, per o  por ser ü ’ una c o m p o n e n t e  c o n e x a  d i s t i n t a  de U,
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la f r o n t e r a  de U ' no p o d r a  e s tar en F, luego
(4.5) ip (x) = u (x) , Vx G 9U'
De nu evo los r e s u l t a d o s  de c o m p a r a c i o n  sobre (4.4) y (4.5) de- 
t e r m i n a n  el a b s u r d o
4>(x) £  u (x) < t(x), Vx 6 U ' . ^
Los t e o r e m a s  4.1 y 4.2 son v â l i d o s  cuan d o  se c o n s i d e r a n  o p e r a ­
d o r e s  A(v) no u n i f o r m e m e n t e  e l î p t i c o s .
S e g u n  se indicô en el pro logo las ecuac iones de H a m i l t o n -J acobi- 
B e l l m a n  c o n s t i t u y e n  un e j e m p l o  muy c l a r o  de como a l g u n o s  p r o b l e m a s  p e £  
t e n e c e n  a campos a p a r e n t e m e n t e  d i s t i n t o s  y cu yas r e s p e c t i v e s  tëc nicas 
e n r i q u e c e n  el c o n o c i m i e n t o  de sus p r o p i e d a d e s .
Un e j e m p l o  de es to u l t i m o  lo c o n s t i t u y e  la p r o p i e d a d  de mo n o  to- 
nîa c r e c i e n t e  de la s o l u c i o n  r e s p e c t o  del d o m i n i o , que aquî d e m o s t r a r e  
mes b r e v e m e n t e  a p a r t i r  de la i n t e r p r e t a c i ô n  p r o b a b i l î s t i c a .
R e c o r d e m o s  la e x p o s i c i o n  del p r i m e r  a p a r t a d o ; en el l a  v e î a m o s  
como  la s o l u c i o n  de las e c u a c i o n e s  de H a m i l t o n - J a c o b i - B e l l m a n  con ob£
tâculos, e s t u d i a d a s  sob r e  d o m i n i o s  a c o t a d o s  y con c o n d i c i o n e s  de c o n ­
torn o h o m o g é n e a s  de tipo D i r i c h l e t ,  res pond îa a la e x p r e s i ô n
(4.6) u(x) = inf J (A,0), d o n d e  6 es un tiempo de p a r a d a , con
(4,8) *
f 0AT»
j f(y^(t ) , v ( t ) ) exp (-J a ^ ( y ^ ( s ) , v ( s ) d s ) d t  +(4.7) J^ (A,6)= e
+ e x p ( - f  a^(y^(s) ,v(s) ) d s )1
X ■*
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s i e n d o  el p r i m e r  t i e m p o  de s a l i d a  de ft de l p r o c e s o  y ^ ( t ) .
C o n s i d e r e m o s  un d o m i n i o  ft', de ig ual r e g u l a r idad que ft, a c £  
tado y c o n t e n i e n d o  estr i c t a m e n t e  a ft, es dec ir , ft C  ft C. ft'.
T e o r e m a  4 . 3 . " S u p o n g a m o s  que se v e r i f i c a
(4.8) ifi(x) 2  0, f ( x , v ) 2 D ,  para cas i todo x 6 ft', Vv 6 V
E n t o n c e s , u ' (x) 2  u ( x ) , p a r a  to do x G ft, d o n d e  u ' es la s o l u c i o n  
c o r r e s p o n d i e n t e  al d o m i n i o  ft'".
D e m o s t r a c i o n . Con las c o n s i d e r a c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s , la f u n c i o n  c o £  
te o p t i m o  r e l a t i v e  al d o m i n i o  ft' es
J ^ ( A , 0 ) = E ] j  ^ f (y^(t) , v(t) ) exp (-j a^( y ^ ( s )  ,v( s ) ) d s ) d t
'0 ''O
•0
+ 'l>(yx(0))X0^;T- ex p ( - f  a^(y^(s) ,v(s) )ds)l .
De la d e f i n i c i ô n  de t i e m p o  de s a l i d a  de un a b i e r t o  2  ,
y p o r  tanto
rrGAt' ft
(A,e) - J (A,0) = E f (y_(t) , v(t) ) exp ( -  (a y (s),v(x))ds)dt
Je ° *
+ ^ ^-Xe<T. ) (exp -j a ^ ( y ^ ( s )  , v(s))ds)j 2  0» V0, vA
( \  1  \  > Xe<T-
X X
F i n a l m e n t e ,  la d e f i n i c i ô n  (4.6) c o n c l u y e  el t e o r e m a
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Los r e s u l t a d o s  del a p a r t a d o  3 p u e d e n  s e rvir pa r a  dar e s t i m a c i o ­
nes sob r e  la v a r i a b l e  de d e c i s i o n  ôp t ima en las e c u a c i o n e s  H - J - B  con 
o b s t â c u l o  del tipo de las ob t en idas en el t e orema 2.5. A tal fin es 
c o n v e n i e n c e  r e c o r d e r  un r e s u l t a d o  i n t e r e s a n t e  o b t e n i d o  por N.V. K r y l o v  
I5 5 I y M. N i s i o  |6 8 1 : "£i V es compa c t o ,  e n t o n c e s  toda fu n c i o n  m e -
dible
v^ :  ► V, tal que
A(x ,v^ (x) )u(x) - f ( x , v ^ ( x ) )  = sup {A ( x ,v )u (x ) - f (x , v) } ,
V G V
p e r m i t e  c o n s t r u i t  un c o n t r o l  o p t i m o " . La e x i s t e n c i a  de f u n c i o n e s  v^
como la a n t e r i o r  es t a m b i ê n  a s e g u r a d a  por los a n t e r i o r e s  a u tores.
F i n a l m e n t e ,  es i m p o r t a n t e  h a c e r  c o n s t a t  que las e c u a c i o n e s  de 
H a m i l t o n - J a c o b i - B e l l m a n  c o n s t i t u y e n  un e j e m p l o  de las e c u a c i o n e s  no 
c u a s i - l i n e a l e s , t a m b i ê n  cono c idas como t o t a l m e n t e  no l i n e a l e s , y que 
p u e d e n  e x p r e s a r s e  de m a n e r a  g e n e r a l  a p a r t i r  de la expr è s  ion
2
F(D u , D u , u , x ) , 
d on d e  F v e r i f i c a  una c o n d i c i o n  de e l i p t i c i d a d .
El e s t u d i o  de esta s i t u a c i o n  mâs g e n e r a l  serâ el obj e to del s £
g u i e n t e  capxtu lo .
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N O T A S  DEL C A P I T U L O  1
( ^) Salvo que se i n d i q u e  lo c o n t r a r i o  e s tas d e f i n i c i o n e s  t e n d r a n  un c£ 
r a c t e r  m e r a m e n t e  e x p o s i t i v e .  En c u a l q u i e r  caso * una e x p o s i c i o n  d e ­
t a l l a d a  de tai es c o n c e p t o s  p u e d e  e n c o n t r a r s e  en E.B, Lee - L  M a r k u s  
I6 1 I para  lo r e l a t i v o  a la t e o r î a  de c o n t r o l  y por e j e m p l o  en W. 
F l e m i n g  - R. R i s h e l  |42| los c o n c e p t o s  p r o b a b i l î s t i c o s  que se em- 
p l e a r a n .
(^) Este tipo de p r o c e s o s  fue s u g e r i d o  por W i e n e r  pa r a  e x p l i c a r  el m o -
v i m i e n t o  de p a r t i c u l e s  s u s p e n d i d a s  en un f l u i d o . A u n q u e  w(t) es
conti n u e ,  sin e m b a r g o  su c o m p o r t a m i e n t o  loc al  es bas tant e e x c ê n t  r£
co, y con p r o b a b i l i d a d  1 w(t) no es d i f e r e n c i a b l e  en ca si n i n g u n
pun t o  (ello es d e b i d o  a que w ( t + s )  - w(s) ti ene v a r i a n z a  s y
1/2
por tan t o  tal d i f e r e n c i a  es t î p i c a m e n t e  de o r d e n  s ). La no 
e x i s t e n c i a  de i m p l i e s  que la v e l o c i d a d  de las p a r t i c u l e s  no
esta b i e n  d e f i n i d a . I m p r o p i a m e n t e  h a b l a n d o ,  esto se c o r r e s p o n d e  
con o b s e r v a c i o n e s  f î sicas, sin e m b a r g o  d u r a n t e  a l g G n  t i e m p o  tal 
h e c h o  fue c o n s i d e r a d o  por los f î s i c o s  co mo una l i m i t a c i ô n  del mo - 
delo, l l e g a n d o s e  i n c l u s o  a p r o p o n e r  ot r o  por O r n s t e i n  y Ü h l e n b e c k  
en el que las p a r t i c u l e s  se m u e v e n  con v e l o c i d a d e s  c o n t i n u a s .  En 
i n g é n i e r i e  se c o n o c e  como  ruido b l a n c o  a la d e r i v a d a  f o rmai r e s ­
pe cto del t i e m p o  de un p r o c e s o  de Wi e n e r .  Ell o es d e b i d o  a que si 
se p r o c é d é  f o r m a l m e n t e ,  e n t o n c e s  v(t) * p u e d e  c o n s i d e r a r -
se como un p r o c e s o  e s t a c i o n a r i o ,  en el que las v a r i a b l e  v(t) son 
i n d e p e n d i e n t e s  p a r a  t i e m p o s  d i f e r e n t e s ,  con E [ v (t )] “ 0. La f u n ­
cion c o v a r i a n z a  R(s) = E [v (t )v (t + s )] se c o m p o r t a  como u n a  6 - D i - 
rac y su t r a n s f o r m a d a  de F o u r i e r  (la d e n s i d a d  e s p e c t r a l  del ruido 
bl anco) es c o n s t a n t e .
(^ ) A lo l a r g o  d e 1 c a p î t u l o  e m p l e a r e m o s  el c o n v e n i o  de s u m a c i ô n  del 
i n d i c e  r e p e t i d o .
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(^) Lo e x p u e s t o  en la n o t a  (^) pu ede s e rvir pa ra expl i c a r  el p a r q u é
las e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  e s t o c a s t i c a s  solo pu eden ser eacrl
tas en la for m a  (1.1).
( ^  ) " Sea 4» de c l ase C ^ ^ 2  Ç(t) un pr o c e s o  su j e to a u n a  e c u a -
ci o n  dif e r e n c i a l  e s t o c a s t i c a  como (1.1), ento n c e s  si r| ( t ) =
= 4>(t,Ç(t)) se tiene
dn(t) =4>j.(t,ç(t))dt + 4>^(t,ç (t) )d ç + I  4)^ ^ ( t , ç ( t ) ) o ( t ) o * ( t ) d t " .
( ^ ) O b s e r v e s e  que a h o r a  F pu ede tomar el v a lor «.
( ^  ) es el s x m b o l o  de K r n o n e c k e r .
(®) A l g u n o s  de los r e s u l t a d o s  que se m o s t r a r a n  a lo largo de este  c a ­
p i t u l e  f u e r o n  a n u n c i a d o s  en G, Diaz |2 6 |.
( ) Lo que c o n e i d e  con un r e s u l t a d o  f u n d a m e n t a l  en la teori a de c o n ­
trol e s t o c a s t i c o :  c u a n d o  se p u e d e  o b s e r v a r  la e v o lue ion del es ta­
do , e n t o n c e s  ex iste, en g e neral, un co n t r o l  m a r k o v n i a n o  o p t i m o  
en la c l ase de los c o n t r ô l e s  m a r k o v n i a n o s  o n o .
(^^) A lo largo  de toda la m e m o r i a  e n t e n d e r e m o s  por ab i e r t o  r e g u l a r , 
a aquel que tie ne una f r o n t e r a  que es una v a r i e d a d  dif er enc i a 1 
i n d e f i n i d a m e n te d i f e r e n c i a b l e  de d i m e n s i o n  N-1 y tal que ft e£  
tâ l o c a l m e n t e  a un solo la do de 9ft.
En la m a y o r i a  de los cas os es s u f i c i e n t e  con que 9ft sea de c l £  
C^.
La e x i g e n c i a  de esta p r o p i e d a d  sob re  los d o m i n i o s  a c o t a d o s  ft 
p e r m i t e  tratar d i v e r s e s  p r o b l e m a s  de c o n t o r n o  con una m a y o r  li- 
be rtad, al ser v a l i d o s  en el lo s d i v e r s e s  r e s u l t a d o s  f u n d a m e n t a -  
les, tales como el te orema de trazas, e t c .
Pa r a  el es t u d i o  de a l g u n a s  c u e s t i o n e s  p r o b a b i l i s t i c a s  sobre las 
e c u a c i o n e s  de H-J -B,  es n e c e s a r i o  exigir, a vec e s  n u e v a s  p r o p i £  
dad e s  so bre  ft.
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(  ^L  Como p a r e c e  n a t u r a l ,  se s o b r e e n t l e n d e  la c o n d i c j ô n  de c o m p a t i b i - 
li dad ! '1' 2  8 en T.
( ) Esas h i p o t e s i s  se s u p o n d r â n  a lo largo del apart a d o .  El p r o b l e m a
pue d e  ser a b o r d a d o s  bajo h i p o t e s i s  mâs g é n é r a l e s  como se m u e s t r a  
en H. B r i z i s  |1 5 |.
(  ^^ ) (u-u) = sup (0, u-u), ( u -û)^ = s u p (0, U-Û) .
(  ^^ ) Las p r o p i e d a d e s  a l g e b r a i c a s  li g a d a s  al conc e p  to de e l i p t i c i d a d  
d e t e r m i n a n  que a^j ^i^j —  ®i i L I  » con Ç Ç j , . . . ,Çjj) .
El coef  i c i e n t e  a^ es el de los t e r m i n o s  d i f e r e n c i a l e s  de p r £  
m er o r d e n  c o r r e s p o n d i e n t e  al o p e r a d o r  A e s c r i t o  en fo rma di- 
v e r g e n c  i a .
( ^  ^  ) Se puede , i g u a l m e n t e ,  tomar K = sup en todo el
c a p î t u l o . Î 1 » •••
(^^) C l a r a m e n t e  se n e c e s i t a  que ü 2  ® pe ro eso se s i g u e  de las h i ­
p o t e s i s  del C o r o l a r i o  2.1 y de H. B r e z i s  | l 5 | .
(^ ^ ) La d e m o s t r a c i o n  del t e o r e m a  2.0' e m p l e a  s o l a m e n t e  a r g u m e n t e s  pro^
b a b i l î s t i c o s . A u n q u e  ella es t â  r e f e r i d a  al ca so a^(x) = a • cte,
se p u e d e  e x t e n d e r  a n u e s t r a  situa c i o n .
(^®) L o g i c a m e n t e  se s u p o n d r a  s i e m p r e  la h i p o t e s i s  de c o m p a t i b i l i d a d
en r !
+ 8^ (4) I p - 8) > <t»'
A
(  ^^ ) Se pue d e  te ner en c u e n t a  lo e x p u e s t o  en (^^).
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(^*^) Sin p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d  se su pone ®pCT ^ .
21( )', A p l i c a c i o n e s  de es t e  tipo del p r i n c i p i o  de Bo ny a p a r e c e n  con fr£
cu e n c i a  en la l i t e r a t u r e ,  por e j e m p l o  P.L. L i o n s  |6 2 |.
( ) C o m p a r e s e  la d i f e r e n c i a  de es ta  e s t i m a c i o n  con la de la p r o p o s i-
c ion 2.2. R e c u ë r d e s e  que aq u î  no hay c o n d i c i o n e s  de c ontorno.
P.L. L i o n s  tamhienha e s t u d i a d o  el p r o b l e m a  para  dos o p e r a d o r e s  con 
c o n d i c i o n e s  de c o n t o r n o  d i s t i n t a s .
(^ ^ ) Los r e s u l t a d o s  que se ob t e n d r a n  en el se g u n d o  c a p î t u l o  p u e d e n  se£ 
vi r t a m b i e n  de r e f e r e n c i a  en este a p artado.
C A P I T U L O  II 
I N E C U A C I G N E S  NO C U A S I L I N I A L E S
il. I N T R O D U C C I O N  Y EL P R O B L E M A  P E N A L I Z A D O
Un a m p 1 io cam po de f e n ô m e n o s  f î s i c o s  y t e orîa de c o n t r o l  p u e d e n  
ser f o r m u l a d o s  en la c l a s e  de las I n e c u a c i o n e s  en D e r i v a d a s  F a r c i a l e s  
de s e g u n d o  orden. A l g u n a s  de e l las han si d o  t r a t a d a s  e x t e n s a m e n t e  en 
la l i t e r a t u r e .  Este es el ca so de las g o b e r n a d a s  por o p e r a d o r e s  l i n e a ­
les elî p t i c a s ,  o por o p e r a d o r e s  e l î p t i c o s  c u a s i l i n e a l e s , y en gener al,  
por a q u e l l a s  en las que una no l i n e a l i d a d  a c t u a  s o bre los t ê r m i n o s  di- 
f e r e n c  iale s de m e n o r  o r d e n  (L  «
Las i h e c u a c i o n e s  que se e s t u d i a n  en este c a p î t u l o  p e r t e n e c e n  a 
un ti po  de las g o b e r n a d a s  por o p e r a d o r e s  c o m p l e t a m e n t e  no l i n e a l e s  o 
t a m b i ê n  d e n o m i n a d a s  "no c u a s i l i n e a l e s " ,  e s t o  es, o p e r a d o r e s  de s e g u n d o 
o r d e n  con una no l i n e a l i d a d  gen eral, a los que se les e x ige una c o n d i ­
c i o n  de e l i p t i c i d a d .
M â s  c o n c r e t a m e n t e , sea ft un d o m i n i o  r e g u l a r ,  a c o t a d o ,  de
N^ N —
F : R  x R  x R x f t
una f u ncion regula r,  por e j e m p l o  de cla s e  C^ (^ ) , v e r i f i c â n d o :
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h i p o t e s i s  de e l i p t i c i d a d  (^)
(1.1) (p , q , r , s) ^  6 I Ç I ^  , VÇ = (Çj , . . . , G U ^ ,  para al^
gun 6 > 0, y tod o p 6 , q 6 , r 6 R, x 6 12;
2  M c o n s t a n t e  tal que
(1.2) 1f ( 0 , 0 , 0 , x )| £  M; | D F ( p ,q ,r ,x) |, ]D^F ( p , q ,r ,x) [ £  M, pa
ra todo p ,q ,r ,x ;
(1.3) F ( 0 , 0 , 0 , x )  = 0  , X 6 312 = T.
E s t a m o s  i n t e r e s a d o s  en r e s o l v e r  la s i g u i e n t e  i n e c u a c i o n
max {Xu - F (D^u ,Du , u , x) , u -ij;} = 0, x G 12
(P) {
 ^ u(x) = 0 ,  x G  r
d o nde sera  una fun c i o n  que v e r i f i c a r a  "ip(x) >^0 si x G T", lo 
que s i e m p r e  se s upondra, y X un n u m é r o  real a d ecuado.
El r e s u l t a d o  mas i m p o r t a n t e  que o b t e n e m o s  en es te c a p ï t u l o  es
T e o r e m a  1 . 1 . " S u p o n g a m o s  que se v e r i f i c a n  (1,1), (1.2) y (1.3), y sea 
tp 6 * (12) con ^ 2  0 ^ n  P. E n t o n c e s  e x i s t e  una u n ica
u 6 W ^ ’ (12)0 W ^ ’ (1^)» tal que
m ax (Xu - F ( D ^ u , D u , u , x ) , u  - = 0, para c . t . x G 12,
s u p u e s t o  ^ ^  X^, d o nde es una c o n s t a n t e  que solo d e p e n d e  de
M, 0 y 12".
Para llevar a cabo n u e s t r o  p r o p o s i t o  e m p l e a r e m o s  las e t a p a s  ya
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c l â s i c a s  en el t r a t a m i e n t o  de este tipo de p r o b l e m a s :
(i) e s t u d i o  de un p r o b l e m a  p e n a l i z a d o .
(ii) p a s o  al l i m i t e ,
(lii) c o m p r o b a c i o n  de que la f u n c i o n  l i m i t e ‘s a t i s f a c e  el P r o b l e m a  
(P) .
En este p r i m e r  a p a r t a d o  se e s t u d i a  con d e t a l l e  la eta p a  (i).
Sea, ento n c e s ,  una f a m i l i a  G^(t) de f u n c i o n e s  no d e c r e e i e n t e s  
y c o n v e x a s ,  de cl ase C , ta ies que $^(t) = 0 ,  si t ^  0 y 
c o n v e r g e ,  en el s e n t i d o  de los g r a f o s  ( ^ ) , h a c i â  la f u n c i o n  m u l t x v o c a
e(t)
0, si t < 0,
[0,+<»[, si t = 0
Con el fin de p r e c i s a r  p o d e m o s ,  por e j e m p l o ,  c o n s i d e r a r  la s i ­
g u i e n t e  fa m i l i a
t-e
6^(t)
^ , si 2e < t < 0°,
0 , si t ^  0,
y 0 < 6^(t) < 1 ,  0 £  g^Ct) £. “■ » si G < t < 2e
(observese que verifies la relac ion
(1.4) 11 g/(t) - g^(t)| £  cte
que se emplearâ mas adela n t e ) .




Xu-F(D^u,Du,u,x) + 6g(u-i{i) = 0 ,  X 6 12
u ( x ) = 0  x G T
d o n d e  ti» G C^(12), y s a t i s f a c e  la c o n d i c i o n  de c o m p a t i b i l i d a d  en la 
f r o n t e r a  a n t e r i o r m e n t e  s e n a l a d a .
C l a r a m e n t e ,  el p r o b l e m a  (P^) p o d r î a  ser f o r m u l a d o  m e d i a n t e
2 2 
F^ ( D  u , D u , u , x )  = F(D u,Du, u , x )  - ( u-iji) ,
con lo que la ecuacion (P^) c a e r î a  d e n t r o  del camp o de a p l i c a c i o n
del s i g u i e n t e  re s u l t a d o .
T e o r e m a  1 . 2 . (L.C. E v a n s  - P . L .  L i o n s  |4 0 |). "Baj o las h i p o t e s i s  (1.1)
(1.2) Y. (1-3) exis t e  una uni c a  s o l u c i o n  u G C^*^(12) (para toda
0 < a < 1) de
(P)
Xu - F ( D ^ u , D u ,  u ,x) = 0  X G 12,
u ( x ) = o  X G r ,
su p u e s t o  X 2  X^, d o n d e  la c o n s t a n t e  X^ dep e n d e  u n i c a m e n t e  de 
12, 8 y M".
A u n q u e  F ^ (D ^ u ,D u ,u ,x) v e r i f i e s  las h i p o t e s i s  del te o r e m a
1.2, sin e m b a r g o  la c o n s t a n t e  c o r r e s p o n d i e n t e  en (1.2) ser î a  M + •— , 
con lo que el v a l o r  X^ c o r r e s p o n d i e n t e  al nue v o  p r o b l e m a  d e p e n d e r î a  
de M + ^. Ad emâs, s e g u n  la r e f e r e n d a  citada tal d e p e n d e n c i a  es crje 
ciente. La d i f i c u l t a d  que esto a c a r r e a r i a  en la et apa de pa so al l î m £  
te, podrî a ser i n f r a n q u e ab le por lo que aquî se p r o p o n e  la p o s i b i l i d a d  
de es tudiar (P^) a d a p t a n d o  la de mos t rac ion de L.C. Eva ns  - P . L .  L i o n s  
|40| para (P), s in a g r u p a r  la pa rte pena l i z a d a ,  y sobre todo s i g u i e £
—  6 2  —
do la p i s t a  a las c o n s t a n t e s  p a r a  que la n u eva p e r m a n e z c a  a c o t a d a
c u a n d o  se ha g a  E \ 0.
En c o n c r e t e , o b t e n d r e m o a  el s i g u i e n t e  r e s u l t a d o
T e o r e m a  1 . 3 . "Bajo las h i p o t e s i s  del t e o r e m a  1.2 y c o n s i d e r a n d o  
G C^(îî), pa ra ca da e > 0 ,  e x i s t e  una c o n s t a n t e  X ^ , tal que
(P,)
XUg. - F ( D ^ U g  ,DUg , Ug., x) + g^(u^-ij;) = 0  x G fl
U g ( x )  * 0 X 6 r
3 Y —
tiene una un ic a s o l u c i o n  u^ 6 C * (12) (para todo 0 < y < 1 ) , s u ­
p u e s t o  X 2  d o n d e  X^ t i ene la p r o p i e d a d  de que lim X^ es
una c o n s t a n t e  que d e p e n d e  solo de M , 0, 12 y N .
C o n  el fin de s i m p l i f i c a r  la d e m o s t r a c i o n  v e a m o s  ant e s  a l g u n o s  
lemas  tecni cos .
2 —
Le m a  1 . 1 . " S u p o n g a m o s  (1.1), (1.2), (1.3), G C (12) y sea
3 ot —
u 6 c ’ (12) (0 < a < 1) ver if ic ando (P^), e n t o n c e s
Il Au H  co 1 M* Il A D^ull ^ < c
L (12) L ( D
d on d e  C es i n d e p e n d i e n t e  de X , e , par a X s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e "
Demos trac i o n .- La e c u a c i o n  de (P^) p u e d e  e s c r i b i r s e  en la forma
(1.5) Xu - || (tD^u, tDu, tu,x)d t
^0 Pij *i*j
g—  ( t D ^ u , t D u , t u , x ) d t j u ^  ~ II I ^  ( t D ^ u , t D u , t u , x ) d t  
+ Bg.(u-i(,) = F ( 0 , 0 , 0 , x ) ,  Vx G 12
u +
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(en lo que gig u e  y con el fin de s i m p l i f i c a r  la n o t a c i o n  d e s i g n a r e m o s  
por L ^ u  a la e x p r e s i ô n  d i f e r e n c i a l  a n t e r i o r ) .
Sin p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d  s u p o n d r e m o s  ta m b i é n
3F
3r
(p,q, r, x) £  0, p a r a  todo p,q,r ,x ,
pues: en caso c o n t r a r i o  c o n s i d e r a r i a m o s
X*u - F '( D ^ u , D u ,u ,x)
p a r a  F ' ( p ,q ,r ,x) = F ( p , q , r , x )  - Mr, X' = X-M.
E n t o n c e s ,  la h i p o t e s i s  de e l i p t i c i d a d  (1.1) y el pri n c  ip io del
mâxiino d e t e r m i n a n
l|Au||„ < M. VX.
V e a m o s  a h o r a  como X | D u | | ^  < c.
Pa r a  ello e s c o j a m o s  c u a l q u i e r  p u n t o  x* G F. La r e g u l a r idad de la froii
tera p e r m i t e  s u p o n e r  la c o n d i c i o n  de " e s f e r a  u n i f o r m e  e x t e r i o r " ,  luego 
tras un c a m b i o  de c o o r d e n a d a s , si ello fue r a  nec e s a r i o ,  se r e d u c e  a la 
s i g u i e n t e  s i t u a c i ô n
X* = ( 0 , 0 , ...... 0,R); B ( 0 ; R ) O  F = {%*)
p a r a  a l g u n  R > 0 fijo.
C o n s i d e r e m o s  a h o r a  la fu n c i o n
don d e  y , p son c o n s t a n t e s  p o s i t i v a s  por d e t e r m i n a r .
D e s p u é  s de a l g u n o s  c â l c u l o s  (v es una f u n c i o n  b a rrera, lue g o  
L^v £  -1), se t i ene
F ( D ^ v , D v , v , x )  = L ^ v  + F ( 0 , 0 , 0 , x) £  F ( 0 , 0 , 0 , x)
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si p es s u f i c i e n t e m e n t e  gr ande* Por otro  la do
|f {0 ,0 ,0,x)1 - j F(0,0,0,x) - F ( 0 , 0 , 0 , x * * ) I  < m |x - x **|
d o n d e  x** G F p e r t e n e c e  al s e g m e n t e  Ox, |x**| £  R.
A d e m â s
Av(x) > A ( v ( x )  - v ( x * * ) )  - y(  --- - — -— ) - ------    (—  - 1)
|x**|P |x|P |x**|P aP
d o n d e  X** = ax, ^  ^’
Xv(x) > y C ( l - a ) | x |  “ y C |x-x*|
para a l g u n a  c o n s t a n t e  C > 0, y por tanto p a r a  y ' s u f i c i e n t e m e n t e  
g r ande
Xv(x) > F ( 0 , 0 , 0 , x )  > F ( 0 , 0 , 0 , x )  - (v-ip) , x 6 fi, 
es decir,
X(v-u) - (F ( D ^ v , Dv , V , x) - F ( D ^ u , Du , u , x) ) + ( Bg (v-ip) -Bg(u-tjj)) £  0
El p r i n c i p i o  del m â x î m o  y la m o n o t o n i a  de Bg i m p l i c a n
u £  V en fi
Co mo u (x*) = v(x*)=0, se t i ene -|^ (x*) > (x*) £  - y  .
( O b s e r v e s e  que n(x*) = (0 , 0 , . . . , 0 ,-l)) ; de m a n e r a  a n â l o g a  se o b t e n d r î a  
una cota  s u p e r i o r . |
El lema a n t e r i o r  es una a d a p t a c i o n  de un r e s u l t a d o  de L.C. Evans- 
P.L. Lio n s  14 0 1 e s t a b l e c i d o  par a Bg = 0.
Le m a  1 . 2 . Bajo las h i p o t e s i s  de lema 1.1
lU D"ll 1 C
L (!!)
— 65 —
donde d e p e n d e  de M, 0, N %  fi".
De mos t rac i o n .- S i g u i e n d o  una idea c l â s i c a  e m p l e a r e m o s  la fu ncion auxi-  
liar
w = {Vu I ^  +  Ti n^, don d e  n sera e s c o g î d a  a d e c u a d a m e n t e  (^ )
S u p o n g a m o s  m ^ x  ( | Vu | ^  + n u^) £  m £ x  ( | Vip | ^  +  q ip^) pues en caso con 
fi fi
t r ario ya es Caria a c a b a d a  la d e m o s t r a c i o n  del lema.
Pa r a  s i m p l i f  icar la e x p r e s i ô n  e m p l e a r e m o s  v^, 6, L v , f(x)
en lug a r  de v , 0 , Xv - y F ( 0 , 0 , 0 , x ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e .
*i ^
C l a r a m e n t e ,  la idea es e s t i m a r  w  = |Vu|^ + n n^ = u^ u^ + n u ^  
m e d i a n t e  el p r i n c i p i o  del m â ximo.
C a l c u l e m o s
''y = ^"i "iy + ^ " "y
(1.6)
« y x  “ ^"iT " i y  + 2ui u.^^ + 2 n u ^  u^ + 2 n u  u^^
D i f e r e n c i a n d o
(1.7) = (1.5) Lu + B(u-t|;) = f
ob tenemo s
(1.8) L u 4- B ' (u-ij;) . (u^-ip^) = f^ + D^ u
donde
^2 r a
D u = > o D u ,  con O a c o t a d o s
|al<2 “
T e n i e n d o  en c u e n t a  (1.6) c a l c u l e m o s  L w
Lw  . -2 u.^ - 2u. a^^ ^ n a^^
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- 2 n u a u - 2 u ,  b u. - 2 y u b u + e u. u, + y e
VIT VIT 1 y iy y y i i '
< -2 6 u. u. - 2 6n u u + 2 u . L u . + 2 n u Lu
-  xy ly y y x x
d o nde a, b y e, son los c o e f i c l e n C e s  del o p e r a d o r  L.
Pero (1.7) y (1.8) c o n d u c e n  a
L w  £  -2 8 u.. u.. - 2 6 n u .u . + 2u. f. + 2u. D ^ u  +  2 n u f
IJ Ij 1 1  1 1  1
- 2 u^ B' (u-ip) (u^-i(;^) - 2 n u B(u-i|>)
^ ^  ^ "ij ij
(lema 1.1), o b t e n e m o s  para n s u f I c i e n t e m e n t e  gran de , d e p e n d î e n d o  s6-
Como 12 u . D uI < 0  u.. u., +  C u. u., y pues to que IyuI < C
I 1  I —  X I  X I  X X  ' ' —
lo de C
(1.9) L w £ C - J ,  
donde
J = 2 n u B (u-(p) + 2 B ' (u-^) . u^(u^-i{j^)
S u p o n g a m o s  que el m â x i m o  de w  en fi es a l c a n z a d o  en x®6fi (en caso 
c o n t r a r i o  el lema 1.1 c o n c î u y e  el r e s u l t a d o  b u s c a d o ) . E n t o n c e s
(1.10) u^ u^ +  n u^ >. + n en x®,
luego por (1.4)
J 2  2 B ' ( u “>)/)u^(u^-i|j^) + 2 n u B ’(u-ip) (u-i(»)-C
Ad emâs
2 u^(u^-ip^) £  u^ u^ - >1'^
2 u(u-ij/) > u^ -
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con lo que
j  2  B' (u -i|;) (u^  + n -  n ip^) -  c
En t o n c e s ,  por (1.10), J 2  “ C en x ® . Es decir, por (1.9)
L w( x® > £  C
Pero como  w a l c a n z a  su m â x i m o  en x®
L w(x®) 2  A w ( x ® )
y por ta nto A w ( x ® ) £  C .^
El lema a n t e r i o r  estâ i n s p i r a d o  en las tê cnicas de L.C. E v ans- 
A . F r i e d m a n  |4 1 |.
• El r e s u l t a d o  que a c o n t i n u a c i o n  se cita es clave en la pru eb a 
del teor ema  1.3.
Le m a  1 . 3 . "Ba.jo las h i p o t e s i s  del lema 1.1, para cada e > 0 ,  ex i s t e n
A q > 0 X  0 < Cj < C g , ta ies que si u 6 C ^ ’” (fi) r e s u e I v e  ( P ^ ),
para A £  , y ||u|| , £  G„, e n t o n c e s
C ^ ’“ (fi) ^
-  ■='
A d e m â s , lim A^ es una c o n s t a n t e  p o s i t i v a ".
e 4- o
Con el fin de s imp li f icar la d e m o s t r a c i o n  del lema 1.3 enuncie^ 
mos un r e s u l t a d o  tecnico p r e v i o .
—  6 8  —
L e m a  1 . 4 . " S u p o n g a m o s  u 6 C^'^(fi), p a r a  algfin 0 < Y < 1, v e r i f i -
c a ndo
F( D u , D u , u , x )  = f(x) X 6 fi
u(x) - 0 X G r
p a r a  a l g u n  f 6 W ^ ’P(fl). E n t o n c e s ,  p a r a  cada 1 < p < «> ^
0 < B < 1, y fi.jada un a c a n t i d a d  A  G |-(0N)^+” |, e x i s t e n  C y v
c o n s t a n t e s  d e p e n d i e n t e s  sol o de M , 0, p, B, A ^  fi, tales que
D e m o s t r a c i o n  del lem a 1.3.- Sea B s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o  y p a d £  
cuadaroente g r a n d e  par a que
0 < 6 < a  - 1 - -
P
De la e x p r e s i ô n  (Pg) y de los lem a s  1.4 y 1.1 o b t e n e m o s
Hull 3 D 1  C ( I | u ||'^ 2 6 ,  + II Au + B (u-t{»)l| j 1
„3,P C ^ ’ ‘^(IÎ)
< C K ( Hull e +  A),
d o n d e  C K p o d e m o s  e s c r i b i r l o  en la forma
(ÏÏ)
e C + C
Por el te o r e m a  de M o r r e y  (ve ase  e j e m p l o  D. G i l b a r g  - N . S .  T r u -  
d i n g e r  |4?|) se ti ene
y e m p l e a n d o  a r g u m e n t e s  de i n t e r p o l a c i ô n  (vëas e p o r  e j e m p l o  A. F r i e d -
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man I 43| )
(1,12) Hull g A _  1  c ||u II _  II u II2 » para algun 0 < p < 1,
C ^ ’^(fi) C ^ ’“ (fi)
se llega a
v (  1 -p )
(1.13) Hull 2 a -  -  ^ K (Hull 2 a -  H " t u  + A)
i  c •'e ' -----^
r e c o r d a n d o  el lema 1.1. ( O b s e r v e s e  que las c o n s t a n t e s  C, K, V ,  p y A 
no d e p e n d e n  de X ) .
C o n s i d e r e m o s  aho r a
C^ = C^ + (C K^) ^ , d o n d e  C^ es una c o n s t a n t e  p o s i t i v a ,
s u f i c i e n t e m e n te gr ande, que no d e p e n d s  de e (se p u e d e  p e n s a r  en las 
que o b t e n d r a n  en el le ma  2.2), con lo que
Cl = c + ( — r ^ - r )  
e C + c
y sea ^2 " ^1 ^ lu ego sin p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d  p o d e m o s  s u p o n e r
C2 = Cj  + 1 < 2 C^ < ( Cg +  1)  Cj  < Cj
sin mas que c o n s i d e r a r  C^ su fic ient emente grande.
C l a r a m e n t e ,  por (1.13) la p r u e b a  a c a b a  si
g U ( 1 - p )
c X,( + A) < Cj .
y por tanto, si c o n s e g u i m o s
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(.2v(l-p)
(1.14) + A < (C K^ )"^ Cj.
F i n a l m e n t e ,  c o n s i d e r a n d o  que se ha tornado A ** - C , con 
N °
0 < < (0N)^ er^ la a p l i c a c i d n  del lema 1.4 a ( P ^ ) , o b t e n e m o s  (1.14)
2v(l-p)
xo'’ > -----
y por la d e f i n i c i o n  de Cj,
„2v(l-p) 2v(l-p)
1 e
lim -------- :-------  = -------   (no d e p e n d i e n t e  de e) .
e + o ( C K ^ ) “ Cj + ^o
V e a m o s  a h ora la d e m o s t r a c i o n  del lema 1.4, que d e b i d o  a su loii 
gitud  solo e s q u e m a t i z a r e m o s .
Es q u e m a  de la d e m o s t r a c i o n  del lema 1 . 4 . D i f e r e n c i a n d o  (1.11), obse_r 
vam o s  que v = u^ v e r i f i e s
(1.15) -A (D ^u,Du,u,x) V + ( D ^ u , D u , u , x ) v  +
dpi^ *i*j ^9i ’^ i
+  ( D^u,Du,u,x) V - fç - (D ^u, Du ,u,x) 
don d e  el se g u n d o  m i e m b r o  p e r t e n e c e  a L^(fi).
La a c o t a c i o n  que p r e t e n d e m o s  es una c o n s e c u e n c i a  de la teo ri a
l i n e a l .
"Sea V una solucion de
(1.16)
Lv “ f en B ( R ) , 
en 3 B ( R ) ,
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d o n d e  L es un o p e r a d o r  d i f e r e n c i a l  l i n e a l  e l î p t i c o  de s e g u n d o  o r d e n  
en for m a  no d i v e r g e n c i a ,  c o n  c o e f i c i e n t e s  d i f e r e n c i a l e s  a c o t a d o s ,  y 
B(R) es a l g u n a  b o l a  de r a dio R. E n t o n c e s  se tien e la est imac ion
2'
(1.17) 
s u p u e s t o  R"^  11 a
Il D vil 1  C(|lf|| + l|v|l 1 )
L^BCR) lPb (R) w ’Pb (R)
. . Il a _____  = e ' » para a l g u n a  c o n s t a n t e  € ' p e q u e n a
C ^ (B(R))
pero  f i.ia". (la a n t e r i o r  e s t i m a c i o n  se o b t i e n e  por una p e r t u r b a c i ô n  
e s t a n d a r  de los co e f i c i e n t e s ,  que c o n d u c e  a la est imac ion cor r e s p o n d  ieri 
te pa r a  el o p e r a d o r  A (ver .A. L a d y z e n s k a y a  - N.N. U r a l ' c e v a  
!5 9 | ) .
C u b r a m o s  a h o r a  fi con K = C
8F
3p






b o l a s  B, de ra dio ^  , con R
3Pij
(D u , Du , u , x) Pa
cP(fi)
ra a l g u n a  c o n s t a n t e  e', f ij a pero p e q u e n a .  ( O b s e r v e s e  que s o b r e  A
3F H / 6
sea una c a n t i d a dlo û n i c o  que d e b e m o s  e x i g i r l e  es que A + 
p o s i t i v a ) .
E s c o j a m o s  a h o r a  unas f u n c i o n e s  , taies que 
p, = 1 en B
Pj^  = 0 c e rca de 3(28^) ( 2B^ es la bola c o n c ê n t r i c a  a B^ y
ra dio R)




y h a g a m o s
= Pk
ob t e n i e n d o  una p a r t i e  ion de la un idad en fi. F i n a l m e n t e  d e f i n a m o s
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’ k ■ " k  ’
que v e r i f  ican
( D ^ u ,Du,u,x) V, +  (D^u , D u , u , x )  v, +
g k .  k 9q -  ......r-'' 'k
13  ^ * i *j  ^ *i
+ (D^u, D u , u , x )  (fç --|^ (D^U,D u , u , x ) )  +
+  3 ^  ( D % , D u , u , x )  | v ^  . 1 k  x . x .
xj 1 X j 3 ^ 1 3
+ 3 ^  ( D ^ u . Du.u.x) V  = f^.
^X X
Sin p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d ,  p o d e m o s  s u p o n e r  que a q u e l l a s  b o l a s  que
cor ten a F es tan de h e c h o  c e n t r a d a s  en a l g u n  p u n t o  de F.
Enton c e s ,  si C  para c u a l q u i e r  k « l , 2 , . . , , K ,  e m p l e a m o s
la e s t i m a c i o n  (1.17) pa ra (1.18).
Si B ^ A  F » <(», tras un cambio de coordenadas se reduce al c£ 
so Bj^  A  F C  {x^ = 0 }, y reflejando v^ sobre el piano x^, supues­
to V ,  = 0 en {X  » O), dondek n
Vj^  r e f l e j a d a  (x)
v ^ ( x ) , si x^ > 0
- v . ( x j , . . . ,  X . .jX,,), si x„ < 0,
s i e m p r e  p o d e m o s  a p l i c a r  la e s t i m a c i o n  (1.17) a la e x p r e s i ô n  (1.18).
p e r m i t e  e s t i m a r  || u^ 11 - pa r a  Ç = x , , . . . , x „  ,
^ W ’P(B, )
Este m i t o d o
" 'u^'PrP,
k'
La r e s t a n t e  d e r i v a d a  r e s p e c t o  de * u N N  e s t i m a  d i r e c t a m e n t e  de
(1. 15) .
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C o l e c c i o n a n d o  a h o r a  las a n t e r i o r e s  e s t i m a c i o n e s  se tiene
" P r
r e c o r d a n d o  la d e f i n i c i o n  de K y e m p l e a n d o  a r g u m e n t e s  de i n t e r p o l a -  
cion se c o n c l u y e  la p r u e b a .^
El lema 1.4 r e e s c r i b e  el lema 6.2 de L.C. Ev an s - P . L .  Li ons 
I40| con una m a y o r  p r e c i s i o n  en las c o n s t a n t e s  de la e stimacion.
Tra s  el f u e r t e  a p a r a t o  tec n i c o  de los le mas a n t e r i o r e s  es t a m o s  
ya en c o n d i c  iones de r e s o l v e r  el p r o b l e m a  ( P ^ ), p r i n c i p a l  ob j et ivo 
de es t e  apart a d o .
D e m o s t r a c i o n  del T e o r e m a  1 . 3 . Se an  0 < a < 1, 0 < Cj < C 2 y
como en el lema 1.3. V e a m o s  co m o  (P^) a d m i t e  una solu c i o n
u 6 C ^ ’^(fi) c u a n d o  X £  X^, y a r g u m e n t a n d o  por e n f u n d a d u r a  (^ ) se
te ndra e n t o n c e s  u G C ^ ’^(fi) pa ra todo 0 < Y ^ 1*
Pa ra cada t G [ o ,1] c o n s i d e r e m o s  el p r o b l e m a
Xu^ - Fj.(D^u*^,Du*^,u*^,x) + t3^(u*^-ij;) = 0, x G fi
u*'(x) = o, X G r ,
d o nde F ^ ( D  v , D v , v , x )  = (1-t) ûv + t F(D v , D v , v , x ) ,  y e m p l e e m o s  el 
m e t o d o  de cont i n u idad par a r e s o l v e r  ( P ^ ) (^).
D e f i n a m o s  T 5 { t 6 [0,l] : ( P^ ) tiene s o l u c i o n  u*", || u^ 11 £  C.)
C ’“ (fi)
- 74 -
La t e oria e s t a n d a r  (vëase, por e j emplo, D. G i l b a r g  - N . S .  T r u d i n g e r
|47|) i m plies la u n i c i d a d  de las sol uc iones de ( P ^ ) , con
llu*"!! < C, . C l a r a m e n t e  0 6 T y u® = 0.
c ^ o c n )  -  *
T a m b i ë n  es clar o que T es cer r a d o ,  pues  si
t  *■ t , e n t o n c e s  como  II u ™|| - esta a c o t a d o
C ^ - “ (!Î)
u ^  . u 1 en C^'^Cn)
F i n a l m e n t e  v e a m o s  co mo T es a b i e r t o  en la t o p o l o g î a  u s u a l  in
duc ids en [O,l ] , con lo que T se r a  todo el i n t e r v a l o  y (P^) ten
dra s o l u c i o n  Vt 6 [o,l ] . Pa r a  ello c o n s i d e r e m o s  la a p l i c a c i o n
G(t,u) : [0,1] X C^’ “ (n)  *• c“ (n)
d e f i n i d a  por
G(t,u ) = Xu - F ^ ( D ^ u , D u , u , x )  + t (u-\|j)
que es conti n u a .  Â d e mas, f ij ado (t,u), la d e r i v a d a  F r e c h e t  en u
G (t,u) = Xv-(l-t) Av - t I ( D ^ u , D u , u , x ) v  + - r ^  (D^u , Du , u , x) v
u t®Pij i j ^ i
(D^u,Du,u,x)vj +  t Bg(u-t|))v
es un i s omorf ism o de a c u e r d o  con la t e o r i a  e s t a n d a r  par a  ecuac ion es 1£  
n e a l e s  e l î p t i c a s  con c o e f i c i e n t e s  c o n t i n u a m e n t e  h o l d e r ianos (ver D. 
G i l b a r g  - N.S. T r u d i n g e r  |4 7 |).
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O b s e r v e m o s  tam b i ë n  la co nt in uidad de la a p l i c a c i o n
(t,u) ------------ Gu(t,u).
Por tanto, dado c u a l q u i e r  t^ G T ]0,1[ , por el t e orema de la fun-
c ion imp 1le i t a , e x i s t e  e > 0 y una a p l i c a c i o n  con t i n u a
V  : (t^ - e ,  t^ + e) ------ *■ tal que
G (t ,v ( t )) 5 G ( t ^ , u  °) = 0
con lo que v(t) = u*" r e s u e l v e  (P^) .
t
Ad emâs, co m o  || u 11 _ £  C , , ent onces
Hub’ll 9 „ _  < G » p a r a  |t-t I < e', con e* suf ic lentemen t e pe-
queno. El lema 1.3 i m p l i e s  e n t o n c e s  ||u^|| ~ _  < C,, es deci r
h n  *:o + e [ c T .
§2. PASO AL L I M I T E
2 oo
2.1. E s t i m a c i o n e s  en W * (fi).
Pa ra  r e s o l v e r  el p r o b l e m a  (P ), el s i g u i e n t e  paso es h a l l a r  el l i m i ­
te de las soluc iones  u^ del p r o b l e m a  p e n a l i z a d o  ( P ^ ) cuan do e 4 0. 
Una idea s e n c i l l a  es a c o t a r  estas solu c iones u^ u n i f o r m e m e n t e  por 
una c o n s t a n t e  no d e p e n d i e n t e  de e y d e d u c i r  por el teore ma  de Arcoli- 
A r z e l â  la c o n v e r g e n c i a  en a l gun s e n t i d o  de al guna s u b s u cesion.
En el lema 1.3 h a b l a m o s  o b t e n i d o  un as a c o t a c i o n e s ,  pero estas d e pen- 
dî a n  de e por lo que nos v e m o s  o b l i g a d o s  a s e guir un ca mino mâs 
tor t u o s o .
— 76 —
Con el fin de s i m p l i f i c a r  la e x p r e s i ô n  e m p l e a r e m o s  la n o t a c i o n  de la 
d e m o s t r a c i o n  del lema 1.2; adem â s  por r e g u l a r i z a c i o n  p o d e m o s  s u poner 
que a^j ( c o e f i c i e n t e s  d i f e r e n c i a l e s  de s e g u n d o  o r d e n  de c") per- 
t e n e c e n  a C (fi)' con || a . . 11 „ _  a c o t a d o s  con lo qu e r e s u l t a d o s  cia
/ i  c <")
si cos d e t e r m i n a n  u^ 6 C (fi).
Lem a  2 . 1 . "Ba.jo las h i p o t e s i s  del lema 1.1, y con las c o n s i d e r a c i o n e s  
a n t e r i o r e s ,
1d  ^ u (x) I £ c + c ||d^u 11^  , Vx G r.
 ^L (fi)
(do nd e c r e p r e s e n t s  una c o n s t a n t e  i n d e p e n d i e n t e  de E )".
D e m o s t r a c i o n . Â d a p t e m o s  a n u e s t r o  caso una te c n i c a  i n i c i a l m e n t e  d e b £  
da a J.J. Ko h n  y L. N i r e n b e r g  y d e s a r r o l l a d a  en P.L. Lio n s  |6 2 |. 
P r e s c i n d a m o s  del s u b î n d i c e  E. Sea x G F, que m e d i a n t e  una transfer^ 
m a c i o n  a d e c u a d a  p o d e m o s  s u p o n e r  en la s i g u i e n t e  s i t u a c i ô n !  x = 0 ,  
fi a  {Xjj > 0 }  y e x i s t e  un ent o r n o  V de 0, c o n t e n i d o  en F tal que
V C  = 0).
1
C o n s i d e r e m o s  Q = ( | x ' | < 6 ,  0 < < h = B ^ }, con x ' G  ^ y
1
2 2
B = ||d  u II , co n lo que se p u e d e  s u p o n e r  Q c  fi.
^ L (fi)
De la e x p r e s i ô n  (1.8) p a r a  1 < i < N - 1 o b t e n e m o s
(2.1) IL Uj. +  B'(u-iJ;) . (u^-i|)^) I £  c + c B
d o n d e  L = ” ®ij *^ij ~ (c+X)<(>.
Sea q > 0 tal que q 8 ^ _> 1, se d e f i n e
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w = 2 X - B^/^ + q I |x I + lU 11 „
j<N-l ^
que ver i f ica (se pu ede s u p o n e r  B tan g r ande como lo n e c e s i t e m o s )  
w > 1 en fi O B Q ,  w  > 0 en Q
Lw £  c^ B + c^, con 0 < c^ < 1
lo que pe r m i t e  e s c r i b i r
(2 .2)
L —  +  B'(u-,Ji) (^- ^ - > c B + c
2  0 = u^ sobre Q f) I’» £  c > u so bre 3 Q 0  fi
w >
D e d u z c a m o s  e n t o n c e s  |u.| £  Ç _ w  go bre Q; para ver l o  sea x° G Q 
g o
tal que en êl — —  - u^ a l c a n c e  un m x n i m o  n e g a t i v e  estric to.  
o
N e c e s a r i a m e n t e  de (2.2) se d e d u c e  que x® G Q, y e n t o n c e s  por el 
p r i n c i p i o  del m â x i m o
0 > L ( ^  - u ^ ) ( x “) + B ’(u-iP) (x®) ( ^  - u^)(x®) = L ^  (x®) +
+ 6' (u-^) ( x ® ) ( ^  - ^ ) ( x )  - L u. (x®) - B' (u- #  (x® )u^ (x® ) +
+ 6 ’ (u-ii/)(x®) ^  (x®)
y ten i e n d o  en c u e n t a  (2.1) y (2.2)
2  c B + c - L u^(x®) - 6 ' (u-ij/) (x°) (u^-l|;^) £  0 
lo que d é t e r m i n a  una c o n t r a d i c c i o n .
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Por tanto ^ ^  en Q, con lo que
J,
(2.3) |Ui^(0)| 1  f -  Wj,(0) « ^
P o r  otra part e, pa ra i ,j £  N-1, se tie ne  e v i d e n t e m e n t e  
Uij(O)  " 0. F i n a l m e n t e ,  la e x p r e s i ô n  (1.7) en el punto x = 0 c o n d u c e  a
N-1 1
( o b s e r v e s e  que (u (0) -t^(0)) - B g ( - ’l'(0)) = 0, d e b i d o  a la c o n d i -  
ciôn de c o m p a t i b i l i d a d  ij; £  0 sobre F) con lo que a c a b a m o s  la d£ 
m o s t r a c i ô n  a p a r t i r  de (2.3) y del lema 1.1.^
C o n s i d e r e m o s  aho r a  la e s t i m a c i ô n  ’ en el i n terior. E s en-  
c i a l m e n t e ,  c o n s i s t e  en d e r i v a r  dos ve ces la e c u a c i ô n  (1.7) r e s p e c t o  
a un n u m é r o  s u f i c i e n t e  de " d i r e c c i o n e s "  y a p l i c a r  e n t o n c e s  el p r i n c £  
pio del mâ x i m o .  La id ea  de d e r i v a r  dos v e c e s  una e c u a c i ô n  con una no 
l i n e a l i d a d  c o n v e x a  fue u t i l i z a d a  por p r i m e r  vez por H. B r e z i s  - D .  
K i n d e r l e h r e r  [20] y mâs a d e l a n t e  por v a r i o s  a u t o r e s  en d i v e r s e s  p r £  
b l e m a s  no  li neales. En n u e s t r o  caso, tal e s t i m a c i ô n  se s i g u e  del s i ­
g u i e n t e  r e s u l t a d o
Lema 2 . 2 . (P.L. L i o n s  [62]). Baj o  las h i p ô t e s i s  del le m a  2 . 1 .
Il u 11 - £  C ( i n d e p e n d i e n t e  de e),
 ^ (fi)
d o n d e  u^ es una f u n c i ô n  que v e r i f i e s  (1.5) p a r a  X £  ( c o n s t a n t e
d e p e n d i e n t e  sô lo de M y  6 ) " . ^
En r e a l i d a d  el lem a 2.2 estâ d e m o s t r a d o  para un  s i s t e m a  de i n e c u a c i £
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nés v a r i a c i o n a l e s , sin e m b a r g o  si rv e t o t a l m e n t e  para nues t ros p r o p 6 s £
tos. En c o n c r e t e ,  b a s t a  s u p o n e r  ||u || _ > 11 (p || „ • pue s en
^ W ^ ’ (fi) W ^ ’ (fi)
caso  c o n t r a r i o  la e s t i m a c i ô n  ser î a  évid e n t e ,  y c o n s i d e r a r  u^ = u^ 
y u^ = 'Jj en la dem o s  t rac iôn re ferida. La d e r i v a c i ô n  r e s p e c t o  de un 
n u m é r o  suf ic ie nte de d i r e c c i o n e s , q u e  te ngan en c u e n t a  los ter m i n e s  
que a p a r e c e n  p o r  d e r i v a c i ô n  de los c o e f i c i e n t e s  de L^, h a c e  bas t a n ­
te l a rga y p e s a d a  la d e m o s t r a c i o n , p o r  lo que la o m itimos.
Con  el fin de e v i t a r  la d i f i c u l t a d  s e n a l a d a  a l g u n o s  a u t o r e s
i m p o n e n  la co nd  ic iôn de t r a b a j a r  con o p e r a d o r e s  con c o e f i c i e n t e s  c o n £
2 “
t a n t e s , lo que les r e s t r i n g e  a e s t i m a r  en ^^lôc’ ^ste es el caso en
L.C. Eva n s  - A .  F r i e d m a n  [4 1]
2.2. T ê c n i c a s  de a c r e t i v i d a d  en el paso al limite
A n t e s  de pas a r  al l i mite r e c o r d e m o s  a l g u n o s  h e c h o s  de Ana l is is 
f u n c i o n a l  no line al que j u g a r a n  un papel i m p o r t a n t e  en lo que sigue. 
En c u a l q u i e r  e s p a c i o  de B a n a c h  real X, dados x ,y 6 X, la a p l i c a -  
c iôn
X 6 F, Il X + Xy 11 6 R  es convex a.
y por ta nto la a p l i c a c i o n
||x + Xy II - ||x II 
X 6 R ^ ------- ► ------------ ^--------  es crec ien te ,
con lo que ti ene s e n t i d o  d é f i n i r
_ l|x + Ay II - ||x II !|x + Xy II - ||x||
(2.4) L* » y] J. - iuf---- ï---------  = lim  r---------
X > o A A4 o A
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(es decir, la derivada por la derecha de la norma en x siguiendo la 
direcciôn y ) .
Ademâs, se verifies:
(1) 1 C^*y] + I l|y|l
(2) [x,y+z]^ = a lUIl + C*.y]+ , para cualquier a G R,
(3) [ * . y + 0 +  < +
(4) [»]+ : X X X ----- ► » es semicontinua superiorm e n t e .
(5) [*»y]+ > 0 t II* + Xy II £  ||x|| , Va > 0
Por tanto [ , "] + es un p roduc to semiinterior en X (®) (una expos i
c ion detallada de la demostracion de esas propiedades puede encontrar-
se en K. Sato [75^ , Ph. Benilan C ^ ] > [ 5], e t c . ) .
Consideremos ahora un operador A : D ( A ) c  X X» posible-
mente no lineal. D iremos que À es acretivo en X si
Il x-y 11 £  ||x-y + X(Ax-Ay) Il , Vx,y 6 D (A) , X > 0
(con las modificaciones naturales tal définie ion puede extenderse a 
operadores multxvocos).
Por la propiedad (5) la acretividad de A puede tambiën expresarse 
mediante
(2.5) [x-y, Ax - A y ] ^  £  0
Diremos que A es m-a c r e t i v o , si ademâs R(I + XA) = X, VX > 0 
(o, equivalentsmente, para algun X > 0).
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La noc iôn de a c r e t i v i d a d  y m - a c r i t i v i d a d  j u e g a  un pap e l  impor-  
t ante en el e s t u d i o  de las ecuac iones de e v o l u c i ô n  g o b e r n a d a s  por o p £  
r a d ores no l i n e a l e s  (para u n a  expos iciôn d e t a l l a d a  v e a s e  M.G. Crandall- 
T. Ligget [23] , Ph. B e n i l a n  [ ô] , M.G. C r a n d a l l  [22], V. Barbu [ 3] , 
L.C. E v ans [3 8], etc.).
C u a n d o  X * C(fi) se ti ene la r e p r e s e n t a c i ô n
(2.6) [ f , g] . * max_ g(y) . si g n  f(y) (f t 0)
y 6 fi
lf(y)| = l|f|lc(Ti)
(para una d e m o s t r a c i ô n  de la r e p r e s e n t a c i ô n  a n t e r i o r  v e ase K. Sato 
[75], E. S i n e s t r a r i  [7 6]). Co m o  se va a ver la c a r a c t e r i z a c i ô n  
(2.5) es muy ut il  en el e s t u d i o  de ec uac iones en d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  
s a t i s f a c i e n d o  un p r i n c i p i o  del m â ximo.
Lema  2 . 3 . " Sea u 6 C^(fi), e n t o n c e s  el o p e r a d o r  L", d e f i n i d o  en el 
lema 1 . 2 , con D ( l “ ) = { v  G W ^ ’^(fi) fl W ^ ’P(fi) : L* v G C(fi) , pa r a  a l ­
gun p > N } es a c r e t i v o  en C (fi).
Ad emâs. el o p e r a d o r  L^ d e f i n i d o  por L" v = L" v + Bg(v-i|/), 
en D ( L ^ ) , es m - a c r e t i v o  en C(fi), si la fu n c i ô n  F d e f i n i d a  al 
p r i n c i p i o  del c a p ï t u l o  es de c l a s e  C ^ .
D e m o s t r a c i ô n . La a c r e t i v i d a d  del o p e r a d o r  1 ineal L" se sigu e del 
p r i n c i p i o  del m â x i m o  J.M. Bony [l3]• En efect o,  dado v G D(L^) 
sin p e r d i d a  de g e n e r a l i d a d  p o d e m o s  s u p o n e r  que exis t e  x® 6 fi, tal 
que V (x® ) = Il V11 pue s en caso c o n t r a r i o  el r e s u l t a d o  se sigue
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t r i v i a l m e n t e  de la d e f i n i c i o n  (2.4) e n t o n c e s  el p r i n c i p i o  de Bo ny d£  
te rmina
lim sup ess (L" v ( x ) ) £  0 (^)
+  X®
en p a r t i c u l a r  L^v es c o n t i n u a  se tiene v(x®) . v (x®) £  0 o b t £  
n i e n d o s e  la a c r e t i v i d a d  en C(fi) sin mâs que tener en c u e n t a  (2.5) y 
(2.6) .
La m - a c r e t i v i d a d  de L^ se d e d u c e  de la teoria e s t a n d a r  de
ec uac io nes e l i p t i c a s  si e x i g i m o s  la r e g u l a r idad S d e c u a d a  s o b r e  F
(vease D. G i l b a r g  - N . S .  T r u d i n g e r  [4 7]). Por otra  p a r t e  es clar o 
que la m o n o t o n i a  de d é t e r m i n a  la a c r e t i v i d a d  de B^v = Bg.(v-t|)),
con lo que la l i p s c h i t c i a n i d a d  de B^ y a r g u m e n t e s  e s t a n d a r  de p e r ­
turbée  iôn (ver V. Bar b u  [ 3]) c o n c l u y e n  la m - a c r e t i v i d a d  de L ^ .^
C o r o l a r i o  2 . 1 . "D a d o s  u,u 6 (fi) O  C^(fi), se v e r i f i e s
0 £  [u-u, X(u-u) - (F(D ^ u , D u , u , x )  - F ( D ^ u ,D u ,ù ,x ) )]^
= [u-u, X(u-u) - L^ ' " (u-ù)] ^  * [u-u, X(u-u) - (L^u - L^u)J^,
donde L^'" u-u = a " !"(u-ù) . + b V ’^(u-u) + c " *"(u-ù)
*1 j ^
con a V î ” (x) " f ((l-t)D^u + t D^u, (l -t)Du + t D u , (5-1)2 +
13 Jo •^Pij
+ t u , x)d t
b" '"(x) = f ( ( 1-t) D^ u + t D^u, (l- t) Du + t Du, ( 1-t) u +
+ tu, x)dt
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c" ' " (x) = I ( ( l - t ) D ^ ù  + t D^u ( 1-t) Du + t Du, ( 1-t) ù +
+ t u , x)d t
Y  L ^ u , L ^ ü  dad o s  en (1.5) ", |
La d e m o s t r a c i o n  se ba sa en la igu aldad
L^ u(x) - L^ü(x) = F (D ^ u ,D u ,u ,x) - F ( D ^ ù ,D u ,ù ,x) = b " ' " { u-ü)( x) 
y en el p r i n c i p i o  de Bony e m p l e a d o  como en la d e m o s t r a c i ô n  a n t e r i o r .
C o r o lario 2 . 2 . "Los o p e r a d o r e s  X u - F ( D ^ u , D u , u , x )  y
Xu - F (D^u , Du , u , x) + B^(u-)J/) d e f i n i d o s  en
D = {u 6 W ^ ’^(fi) A  W ^ ’^(fi) : F ( D ^ u ,D u ,u ,x) 6 C(fi) para a l g u n  p > N }
son a c r e t i v o s  en C(fi)" . ^
E s t a m o s  ya en c o n d i c  iones de p r o b a r  la e x i s t e n c i a  de s o l u c i o -  
nes del p r o b l e m a  ( P ) .
D e m o s t r a c i ô n  de la e x i s t e n c i a  de s o l u c i o n e s  del t e o r e m a  1.1
C o n s i d e r e m o s  una a p r o x i m a c i ô n  de ij;, tal que 6 C^ (fi) ,
£  0 en r y { 4  ip unif o r m e m e n t e  en fi.
Pa ra cad a  e y cada <1^ .^ sea Ug. la s o l u c i ô n  del p r o b l e m a  penaliza. 
do (Pg. ) a s e g u r a d a  por el t e o rema 1.2, par a  A £  X^ + X^ ( ^  ^ ) , don 
de X^ es la c o n s t a n t e  del lema 2.2. P r e c i s a m e n t e , por la e s t i m a c i ô n
2 oo ^
W ’ dada  en ese lema es p o s i b l e  e x t r a e r  una s u b s u c e s  ion de los e, 
que s e g u i r e m o s  r e p r e s e n t a n d o  por e, tal que
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(2.7)
uniformemente en Q,
debilmente en W^' (0 ).
2
Por o t r o f l a d o ,  de las e s t i m a c i o n e s  W ’ y de la e c u a c i ô n
«F
■ F ( 0 , 0 , 0 , x )  - Xug - L Ug
se d e d u c e
B^(u^ - <|/^ ) £  c en fi,
y co mo  para t > 0 6^(t) +  +«>, c u a n d o  E 1 0, e n c o n t r a m o s  que
Ug.(x) - ^^(x) + 0 ,  si e + 0, X e fi
es decir , v ^  Vx G fi.
Ademâs, Xu^ - F ( D ^ u ^ ,D u ^ ,u ^ ,x) £  0, lu ego la c o n v e r g e n c i a  d ê bil
(2.7) c o n s e r v a  esta d e s i g u a l d a d , y asî
Xv - F ( D ^ v , D v ,V,x) £  0, Vx G fi.
F i n a l m e n t e ,  para  c o m p r o b a r  que v es una s o l u c i ô n  v e a m o s  que
(2.8) Xv - F ( D ^ v , D v , V , x) £  0 en [v < (^^)
En a l g u n o s  p r o b l e m a s  no c u a s i l i n e a l e s  la p r u e b a  de (2.8) y por tanto 
el pa s o  al l i m i t e  se p u e d e  h a c e r  e m p l e a n d o  a r g u m e n t e s  p r o b a b i l î s t i c o s  
(ver por e j e m p l o  N.V. K r y l o v  [54j , [5^|, o t a m b i é n  P.L. L i o n s  - J . L .
M e n a l d i  [64]); s in e m b a r g o  aquî  se e m p l e a r a n  a r g u m e n t e s  de a c r e t i v i -  
dad d e b i d o s  a L.C. E v ans [37] ) .
C o n s i d e r e m o s  ® C ^ ( f i ) 0  C (fi), per el c o r o l a r i o  2.2 se tiene
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0 £  r'î’ “ “ e* - (F(D (j>,D4),<}>,x) - F ( D ^ u ^ , Du^ , ,x) ) +
(2.9)
+  ~ X(() - F (D^ (|) ,D<J) , <j), x )]  ^
si <j) es tal que 4) £
Co m o  u^ +  V u n i f  o r m e m e n t e  en fi, t o m a n d o  l i mites c u a n d o  e ->■ 0, 
por la s e m i c o n t i n u i d a d  s u p e r i o r  de [ , ] ^ , se tiene
(2.10) 0 £  [ * - v ,  X4> - F(D^4»,D(j),((),x)]^
V(j) G C^(fi) n  C^(fi), tal que ^
E m p l e a r e m o s  a h o r a
L e m a  2 . 4 . (L.C. E v a n s  [37]). "£i v G W ^ ’^(fi) 0  W ^ ’^(fi), para alg ü n
p > N , e n t o n c e s ,  t 
4) 6 P(fi) tal qu e
o
, pa r a  casi todo x° G fi e x i s t e  una suces ion
i) 4* (x°) v(x °) , D 4>_(x°) -*■ D v(x°),  4* (%°) v(x° );
" C(fi)
ii) - ( v - 4>jj)(x'’) = l|v- 
iii) 0 > (v - 4> ) (x) > (v - 4> )(x°), para  x 6 fi, x ^ x°"
En t o n c e s ,  pa ra casi  todo x “ G [v < 4^ ] , puesto que (4^(x*)}^^ c o n ­
v e r g e  d e c r e c i e n t e m e n t e  h a c i a  v(x° ),  e x i s t e  un a p a r t i r  del
cual
v(x°) < 4)^(x®) < 4^ x * )
Por tant o de (2.6) y (2.10) d e d u c i m o s  que pa ra casi todo x° G fi 
y a p a r t i r  de un e n t e r o  p o s i t i v o
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X 4^(x°) - F(D^4)^(x®) , D (j)^(x“ ), x° ) £  0. Los r e s u l t a d o s  de
c o n v e r g e n c i a  de L.C. E v ans f37j c o n c l u y e n  Xv - F ( D ^ v ,D v ,v ,x ) , p a ­
ra ca si todo x" 6 [v < 4^ ] .
Par a ver la u n i e idad e m p l e a m o s  t e c n i c a s  de a c r e t i v i d a d  en 
L (fi), c o n c l u y e n d o s e  la d e m o s t r a c i o n  del teo re ma 1.1 en la s i g u i e n -  
te s e c c i o n
§3. U n i c i d a d  de la s o l u c i o n  y ot ras p r o p i e d a d e s
Co mo se ha m o s t r a d o  en el a p a r t a d o  a n t e r i o r  al p a s a r  al limi t e
2 OO
en E se ll ega a una f u n c i o n  v 6 W ' (fi), lo que ha c e  n e c e s a r i o  em- 
ple a r  n u e v a s  tecn i c a s  so bre n u e s t r o  p r o b l e m s .
C o n s i d e r e m o s  a h ora el e s p a c i o  de Bana c h  L (fi), en el que el 
p r o d u c t s  s e m i i n t e r i o r  (2.4) a d m i t e  la r e p r e s e n t a c i o n
(3.1) [ f ,g ] . lim ess sup g(x) , sign f(x) (f t 0)
E + 0  x6fi( f , e )
sien d o  fi(f,E) = {x G fl : | f (x) | > 11 f || ^  - e} (para una d e m o s t r a c i o n
de la r e p r e s e n t a c i o n  a n t e r i o r  se p u e d e  c o n s u l t â t  K. S a t o  [7 5]).
Le m a  3 . 1 . (L.C. Ev ans [37]). " El o p e r a d o r  Xu - F ( D ^ u ,D u ,u ,x) d e f i - 
ni do en W ^ ’^(fi)(^ W ^ ’P(fi), pa r a  a l g u n  p > N, es a c r e t i v o  en
L “ (n)".,
La d e m o s t r a c i o n  del lema a n t e r i o r  se basa de n u e v o  en el p r i n ­
ci ple de Bony.
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Veam o s  a c o n t i n u a c i o n  a l g unos r e s u l t a d o s  de c o m p a r a c i o n  que nos 
p e r m i t i r a n  c o n c l u l r  la u n i c i d a d  del probleraa ( P ) .
Le ma 3 . 2 . " Se an  u,u 6 para  a l g u n  p > N, taies que
Xu - F ( D ^ u , Du , u ,x) _< XÙ - F ( D ^ ù ,Du ,ù ,x) , para  casi todo x 6 fi
u(x) £  ü(x), para  todo x G T.
E n t o n c e s , u(x) £  ù(x), para todo x G fi".
D e m o s t r a c i o n . Como  u,u G C(fi) ex iste x “ G H  en el que u-u a 1-
canza su m â ximo. Si x® 6 F, o si en x® el m â x i m o  es n e g a t i v e  el
lema es trivial.
S u p o n g a m o s  por ta nt o que (u-u) (x® ) = || u-u 11 y d e r i v e m o s  una cont r£
diccio n.  En un en t o r n o  fi' de x® en el que u-u solo tome va l o r e s
posit i v e s ,  el p r i n c i p l e  de Bony
lim ess sup ( ( X - 1 ) (u-u)(x) - l " ' " ( u - u ) (x)) £  0 (^^)
X x"
X G fi'
( r e c u ë r d e s e  la n o t a c i o n  del c o r o l a r i o  2.1) d é t e r m i n a  que Ve > 0 
^ 6  > 0 taies que
(3.2) sup ess ( (X-1) (u-ù)(x) - L " ' " ( u - ù ) ( x ) )  £  - e ,
B ( x ® ; 6 ) Q R '
pero la h i p ô t e s i s  del lema indica (X - 1 ) (u-ù) - L " ' " (u-ù) £  -(u- ù),  
p a r a  casi todo pu nto de fi, luego
sup ess -(u-ù) (x)  £  -EB ( x ® ; 6 ) 0  fi'
o lo que es lo mismo.
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(3.3) inf ( u - u ) (x) £  e
B ( x ® ; 6 ) n  fi'
Sin embarg o, la c o n t i n u i d a d  de u-u y su valor sobre fi' p e r m i t e n  
e n c o n t r a r  una can t i d a d  e pa r a  la que (3.3) sea i mposible.^
Lema 3 . 3 . " Sean u,u 6 W^*^(fi), para a l gun p > N, Z  ^ C(fi), 
tales que
Xu-F ( D ^ u , Du , u , x) + (u-ip) £  Xu - F (D^u , D u , 5, x) + g ^ ( u - ^ ) ,  para
c.t.x 6 I)
u(x) £  u(x), pa ra todo x 6 T 
E n t o n c e s , u(x) £  u(x), para todo x 6 fi".
D e m o s t r a c i o n . O m i t a m o s  el s u b î n d i c e  e y r a z o n e m o s  por c o n t r a d i c c i o n  
Co mo  en el lema 3.2 s u p o n g a m o s  que existe un x° 6 fi tal que 
(u-ü) (x°) = Il u-ü11^ . La h i p ô t e s i s  pue d e  e s c r i b i r s e  en la forma
(3.4) X(u-ù) - ( F ( D ^ u,Du,u,x) - F ( D ^ ù , D ù , ù , x ) ) £  (ù-^) - ( u - ^ );
luego tambiën pue de s u p o n e r s e  que ù(x®) > 4j (x “), pues en caso c o n ­
trario en al gun en t o r n o  de x “ se tend rîa  ù(x) £  t|;(x), con lo que 
en dic ho  en t o r n o  el m i e m b r o  de la d e recha de (3.4) sé ria n e g a t i v e  y 
p r o c e d i e n d o  como en el lema a n t e r i o r  d e d u c i r î a m o s  la c o n t r a d i c c i o n .
Por tanto, c o n s i d e r e m o s  que u(x®) > ù(x") > i|;(x®) — >
u(x") -ip(x°) > ù(x*) - 4^(x“) > 0 = = >  g( u(x") -i(/(x®)) >
> g(ù(x*) - * ( x ° ) ) .
Sea aho r a  fi" un e n t o r n o  de x® tal que en H"
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6(u(x ) - t|;(x)) > 6(ù(x) - li'Cx)), y a p l î q u e m o s  el r a z o n a m i e n t o  del 
le ma  a n t e r i o r  a X+1 en fi", l l e g a n d o s e  a que Ve > 0  Q, 6 > 0 t a ­
les que
sup ess ( X(u-u)(x) - l " ' " ( u - ù ) ( x ) ) £  -e, 
B ( x ° ; 6 ) n  fi"
y por t a n t o  p o r  (3.4)
sup ess (g (u-$) - g(u-ijj)) £  - e , 
B ( x ® ; 6 ) n  fi"
es decir.
inf (g(u-i^) - g(u -^ )) £  E
B ( x®;6) D  fi"
d e r i v a n d o s e  u n a  c o n t r a d i c c i o n  com o en la d e m o s t r a c i o n  del lema a n t e ­
rior.^
E s t â m e s  a h o r a  en c o n d i c i o n e s  de p r o b a r  la u n i c i d a d  del p r o b l è ­
me (P) .
C o n t i n u é e  ion de la d e m o s t r a c i o n  del t e o r e m a  2 . 1 . V e a m o s l a  en dos 
etapas .
a ) "La s o l u c i o n  v c o n s t r u i d a  por pas o  al limite es m a x i m a l  en el 
c o n 1 u n to de las s o l u c i o n e s  del p r o b l e m s  (P)".
En e f ecto, sea u G ’ (fi)Q * (fi) c u a l q u i e r  f u n c i o n  ver i -
ficand o (P) y sea u^ la s o l u c i o n  del p r o b l e m a  p e n a l i z a d o  (P^)
c o r r e s p o n d  iente a ip^, pa r a  ca d a  e > 0 .
Se t i ene la d e s i g u a l d a d  (^^)
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Xu - F (D^u , Du , u ,x) +6^(u-4;^) £  0 = Xu^ - F ( D ^ u ^ , D u ^ , u ^ , x )  +
por el lema 3.3 'se coticluye û £  u ^ , Vx 6 fi; f i n a l m e n t e  la conver^ 
genc i a  u n i f o r m e  de u^ h a c i a  v en fi d é t e r m i n a  la m a x i m a l i d a d  de
b) "Xv - F ( D ^ v , D v , v , x )  £  XÔ - F ( D ^ Û ,D Û ,û ,x ) , VÛ G W ^ * ” (fi) f) W ^ ’“ (fi) 
verif ica nd o (P)".
En efecto,
i) En [ u <  ip] la a n t e r i o r  des i g u a l d a d  ré s u l t a  de que el 
s e g u n d o  m i e m b r o  es nulo.
ii) En [u “ 4/], co mo  v es m a x i m a l  4^ £  v £  u — v “ 4^ •* û 
y la d e s i g u a l d a d  r é s u l t a  trivial.
F i n a l m e n t e  el lema de c o m p a r a c i o n  3.2 sob r e  la d e s i g u a l d a d  b) y la 
m a x i m a l i d a d  de v c o n c l u y e n  la u n i c i d a d . ^
V e amos a c o n t i n u a c i o n  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  de la s o l u c i o n  del 
pr o b l e m a  (P) con r e s p e c t e  al o b s t â c u l o ,  muy l i gadas al m ë t o d o  de u n £  
c i d a d .
T e o r e m a  3 . 1 . " Se an u y v G W ^ ’*” (fi)0 las s o l u c i o n e s  del pro
b lema (P) c o r r e s p o n d i e n t e s  a los o b s t â c u l o s  i)' y, 4* • Se v e r i f i c a n  
las s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s ?
il“ - ' ' l l c (n )  i
ii) Si 4* £  4> e n t o n c e s  u £  v.
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iii) il Xi|^ - F(D^ijj,D!j^,4),x) Il
D e m o s t r a c i o n
i) Sean y las c o r r e s p o n d i e n t e s  s o l u c i o n e s  del p r o b l e m a
p e n a l i z a d o , que v e r i f i c a n  por ta nto
2 2 
X(u - V  ) - (F(D u ,Du ,u ,x) - F ( D  v ,Dv ,v ,x)) =
E . C .  c - t c -
Po r m e d i o  del c o r o l a r i o  2.1 d e d u c i m o s
K  - * E '  9^(7^ - * [ )  - B^(U^ - 4 ^ ) ] +  £  0
F i n a l m e n t e ,  de la d e f i n i c i o n  (2.6) d e d u c i m o s  que e x i s t e  un 
x® G fi tal que j (u^-v^) ( x “ ) | = H^E "^cl^C(fi) ^
(3.5), (6g. (v^-4>^) (x®) -6^ (u^-4^g.) (x® ) ) • si gn (Ug.-Vg.) (x® ) £  0
Si X® G r el r e s u l t a d o  es t r i v i a l ,  lu ego s u p o n g a m o s  x® G fi y que
(u^-v^) (x® ) > 0; e n t o n c e s  6g, ( Vg,-4g.) (x® ) £  6g. ( Ug,-li'g, ) (x ® )  >
(v^-(j)^) (x®) £  (Ug.-ii'g.) (x®) (Ug-Vg) (x®) <_ (4^^-4ig.) (x®) .
Si ( u ^-v^)(x®) < 0, de m a n e r a  a n a l o g a  se d e d u c e
(4"g - * g ) ( x ® )  < (Ug - Vg)( x® ) < 0
o b t e n i ë n d o s e  el r e s u l t a d o  tras un p a s o  al limite.
ii) S in p é r d i d a  de g e n e r a  1 id a d  p o d e m o s  s u p o n e r  que las aproxima. 
cion e s  ip^  y (p^  de los p r o b l e m a s  p e n a l i z a d o s  v e r i f i c a n  la d e s i g u a £  
dad tpg. £  4g. '
P r o c e d i e n d o  como en el a p a r t a d o  a n t e r i o r  p o d e m o s  s i t u a r n o s  en 
el pu nto (3.5). Si x® G F o en êl (u^-Vg.) (x® ) toma v a l o r  nega t£
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VO la c o m p a r a c i o n  es tr ivial, lu ego s u p o n g a m o s  que ( u^.-v^. ) ( x® ) > 0, 
e n t o n c e s  p r o c e d i e n d o  s e g C n  la m o n o t o n i c i d a d  de l l e g a m o s  a la
c o n t r a d i c c i o n
0 < (Ug. - Vg.)(x®) < 4g.(x®) - 4^(x®) < 0
iii) Pa r a  o b t e n e r  la est imac ion fin al  f o rmemos un p r o b l e m a  a u x £  
liar. Sea G = u-4, e n t o n c e s
0 £  Xu - F ( D ^ u , D u , u , x )  - X(u~4) - (F ( D ^ u ,D u ,u ,x) -
- F(D^4,D4,4,x)) + X4 - f(d^4.d4'.4',x) .
Es decir, t e n i e n d o  en c u e n t a  los o p e r a d o r es e m p l e a d o s  en el c o r o l a r i o
2.1, la fu n c i o n  u 6 W ^ ’ (fi) v e r i f i c a
(3.6) max{ Xu - L ^ ' ^ u  + X^ - F ( D ^ 4 , D 4 , 4*, x) ;G} = 0 en c . t . x  G fi
Co m o  u ,4 G C(fl) la f u n d i o n  -u r e a l i z a  un m â x i m o  en algtîn x® G fi. 
Si X® G r el r e s u l t a d o  es tr i v i a l  ( r e c u ërdese F (D^4 t D4 »4*x®) = 0), 
luego s u p o n g a m o s  que x® G fi, y a p l i q u e m o s  el p r i n c i p i o  de Bony al 
o p e r a d o r  -X ^(-u) + X(-û) - L ^ * " ( - u ) ,
lim sup ess (-X (-G) (x) + X(-u)(x) - " (-u) (x) ) £  0
es decir, Ve > 0  ^  6 > 0  ta ie s que
sup ess (-X (-Û)(x) + X(-u)(x) - L ^ * " ( - u ) ( x ) )  £  -E 
B(x®; 6) °
A h o r a  bi e n  (F (D^u , Du , u , x) - F (D^4 » Dll'* 4'» x) ) = -(F(D^4,D4',4'*x) - 
- F ( D ^ u ,D u ,u ,x ) ) luego L ^ * ^ u  = -G, t e n i ë n d o s e
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sup ess (-X (-u) (x) - Xu(x) + L"'"^(u) (x)) £  -E 
B( x ® ; 6 )
y por tanto
inf ess (X (-Û) (x) + XG(x) - l '^ * (u) (x) ) £ e 
B ( x®;6) °
S i e m p r e  p o d e m o s  s u p o n e r  que u(x) < 0, Vx G B(x® ;6 ) (basta con esco 
ger Ô a d e c u a d a m e n t e  p e q u e n o ) ,  con lo que e n t o n c e s  de (3.6) se tiene
inf ess (X (-G)(x) - X4(x) + F(D^4,D4,4,x)) £  E ,
B ( x°;6) °
l l e g a n d o s e  a
-||X4 - F ( D ^ 4 , D 4 , 4 , x )  I L  + inf X (-G) (x) £  E,
B(x°;6)
f i n a l m e n t e  la c o n t i n u i d a d  de u c o n c l u y e  la est i m a c i o n .^
La s i m i l i t u d  de la i n e c u a c i o n  no c u a s i l i n e a l .
(P)
m a x C X u  - F ( D ^ u ,D u ,u ,x ) ,u ~ 4 } * 0, pa ra casi todo x G fi.
u(x) * 0, para todo x G F,
o mas c o n c r e t a m e n t e  su f o r m u l a c i o n  e q u i v a l e n t s
m a x C X u  - L^u - F ( 0 , 0 , 0 , x ) , u ~ 4 } = 0, para  casi todo x G fi
u(x) = 0, para todo x 6 F
(3.7)
con las I n e c u a c i o n e s  V a r i a c i o n a l e s  s u g i e r e  la p o s i b i l i d a d  de e s t u d i a r  
sobre (P) a l g u n a s  de las p r o p i e d a d e s  topicas que a p a r e c e n  en el e s t £  
dio de las I.V. (Una e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  de a l gunas de esa s p r o p i e d ^  
des pue de  e n c o n t r a r s e  en H. B r e z i s  |1 5 |, H. Br ezis - D . K i n d e r l e h r e r  
|20|, A. B e n s o u s s a n - J . L .  Li ons |lO|, |1 1 | , en tre ot ros).
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Sin e m b a r g o  el p r o b l e m a  (P) p r é s e n t a  a l gunas d e s v e n t a j a s :  (i) 
esta g o b e r n a d o  por un o p e r a d o r  con una no l i n e a l i d a d  g e n e r a l ; (ii) 
no a d m i t e  una f o r m u l a c i o n  en termines v a r i a c i o n a l e s .
A la p r i m e r a  d e s v e n t a ja se pu ede r e s p o n d e r  con la f o r m u l a c i o n
(2.7), en la que los c o e f i c i e n t e s  del o p e r a d o r  l i neal e l x p t i c o  l" 
d e p e n d e n  de la s o l u c i o n ; a la se g u n d a  so lo  p o d r e m o s  o p o n e r  el p r o d u c  
to s e m i i n t e r i o r  [ , f r ente a las p r o p i e d a d e s  de toda forma b i l i ­
neal.
En c u a l q u i e r  caso s i e m p r e  exist ira una a y üda fina l c o n s i s t a n t e  
en la i n t e r p r e t a c i S n  p r o b a b i l i s t i c a  del p r o b l e m a  ( P ) * lo que po n e  de 
m a n i f i e s t o  los c o m e n t a r i o s  h e c h o s  en la i n t r o d u c c i o n .
Sin embar go , tal i n t e r p r e t a c i o n  no es aquî tan cla r a  como en 
las e c u a c i o n e s  de H a m i l t o n - J a c o b i - B e l l m a n  e s t u d i a d a s  en el p r i m e r  ca 
p itu lo . En efec to , los coef i c ientes del o p e r a d o r  b" d e p e n d e n  como 
h em o s  i n dicado de la s o l u c i o n  y por tanto, t a m b i é n  lo h a c e n  los de la 
e c u a c i o n  d i f e r e n c i a l  e s t o c a s t i c a  que a p a r e c e r i a  en su i n t e r p r e t a c i o n  
p r o b a b i l i s t i c a .  En r e s u m e n  la i n t e r p r e t a c i o n  p r o b a b i l i s t i c a  sol o pue^ 
de ser aquî e m p l e a d a  en el sentido de ser una i n t e r p r e t a c i o n  "a prio 
ri".
En p r o x i m o s  t r a b a j o s  se p r o f u n d i z a r a  en a l g u n a s  de es tas  c u e £  
tiones, asî como en el e s t u d i o  del p r o b l e m a  de évo lu e i o n .
Ve a m o s  por ta nto a h o r a  al gunas cu es tiones sobre el conj unto 
de c o i n c i d e n c i a .
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§4, E S T I M A C I O N  DEL C O N J U N T O  PE C O I N C I D E N C I A
Por r a z o n e s  e x p u e s t a s  en la i n t r o d u c e  ion y en el p r imer capî- 
tulo, r é s u l t a  i n t e r e s a n t e  e s t i m a r  el con.junto de c o i n c i d e n c i a  con el 
o b s t a c u l o  [u = 4] • Pa r a  ello p r o c e d e r e m o s  como en el c a p x t u l o  a n t e ­
rior.
T e o r e m a  4 . 1 . " Sea u G W ^ ’'” (îî) p) la s o l u c i o n  de
(4.1) m a x { A u  - F ( D ^ u ,D u ,u ,x ) ,u - 4 ) = 0, par a casi todo x 6 fi 
Si exis t e  una c o n s t a n t e  Y tal que
(4.2) F (D^4 » D4 ♦ 4 » x) - A4 >. Y» par a casi todo x G fi,
e n t o n c e s . u ( x “) = 4 ( x “ ), s£ x® G fi %  d(x®,F) £  sup 4^ ^  ^  ^  "
D e m o s t r a c i o n . Co m o  en la d e m o s t r a c i o n  del teorema 3.1 c o n s i d e r e m o s
la fu n c i o n  a u x i l i a r  G = u - 4 ,  para la que (4.1) q u eda c o n v e r t i d a  en
(4.3) m a x C X u  - L ^ ' ^ u  + X4 - F ( D ^ 4 , D4 , 4^ , x) , 0 } = 0, para c.t.x  G fi
R e c u ë r d e s e  (c o r o l a r i o  2.1) que los c o e f i c i e n t e s  del ope r a d o r 
no son c o n o c i d o s  "a p r i o r i "  por no ser c o n o c i d o  u de an te man o.
C o n s i d e r e m o s ,  como es costum b r e ,  la fun cion b a r r e r a  puntual
v(x) = -k Ix-x® I^, con X® G fi y k c o n s t a n t e  p o s i t i v a
por d e t e r miner.
Es cl ar o que se tiene, por (4.2)
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Xv(x) - l ” *'^v(x) + X4(x) - F(D^4.D4»4'»x) £  -l" (x) - y
A u n q ù e  los c o e f i c i e n t e s  de no se an  c o n o c i d o s  si po d e m o s  aco-
t ar lo s por M, con lo que e m p l e a n d o  cal c u l o s  a n t e r i o r e s
- l"»'^v(x) - Y £  6NMk - Y £  0, si k - - ~
A dem âs , si d ( x “ ;r) * R, e n t o n c e s  sob re la f r o n t e r a  F se tiene
(4.4) v(x) £  -kR^ - —  £  ipf (-4) £  -4'(x) £  u(x),
si s u p o n e m o s  R^ £  sup 4 .
F i n a l m e n t e  e m p l e a n d o  el p r i n c i p i o  de Bo ny sobre el o p erador  
e l x p t i c o  es p o s i b l e  e n c o n t r a r  res u l t a d o s  de c o m p a r a c i o n  que
c o n c l u y a n  (^^)
0 = v(x®) £  u ( x “) “ u ( x “) - 4 (x") £  0 ..
La c o n d i c i o n  (4.2) p a r e c e  en p r i n c i p i o  m u y  fuer t e  como lo m u e £  
tra el hecho de que si 4 *“ 0 en F e n tonces u = 4 en todo fi. 
Por tanto, pare c e  c o n v e n i e n t e  p e n s a r  en s i t u a c i o n e s  en las que tal 
c o n d i c i ô n  no se te nga  so bre todo fi.
C o r o l a r i o  4 . 1 . "Sea u 6 (fi)0 W^'*”(fi), la s o l u c i â n  de
m a x {Xu - F ( D ^ u , D u ,u ,x ) ,u - 4 } = 0, para casi tod o x 6 fi
Si ex iste una c o n s t a n t e  positiva, y» y un s u b c o n j u n t o  a b i e r t o  fi,
taies que
F (D^4 , D4 » 4) * x) - X4 > Y , para ca s i  to do  x 6 G,
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e n t o n c e s , u(x®) = 4(x"), s£ x® G G £
d ( x “;3G) > ||X4 - F(D^4,D4,4.x) ||^j
La d e m o s t r a c i o n  es a n a l o g a  a la a n t e r i o r  e m p l e a n d o  la e s t i m a -  
cion (iii) del teo r e m a  3.1 pa r a  m a y o r a r  los v a l o r e s  d e s c o n o c i d o s  de 
u sobre la nue v a  f r o n t e r a  3G.
S i g u i e n d o  una idea d e s a r r o l l a d a  en el p r imer c a p î t u l o  es p o s £  
ble e s t i m a r  alg u n o s  v a l o r e s  de la s o l u c i o n  del p r o b l e m a  (?).
b lema
m a x { A u - F ( D  u ,D u ,u ,x ) ,u - 4 } = 0 , para casi todo x G fi
Sea inf 4 > 0 , y s u p o n g a m o s  que para 0 < p < i n f 4 , ex iste una
Ü
co n s t a n t e p o s i t i v a  Y tal que
fi
(4.5) P ( 0 ,0 ,p,x) - Xp £  Y, para todo X G fi.
e n t o n c e s u ( x ° ) £  p , £ i  X® G fi Z d(x®;:r, z  .]
1/2
D e m o s t r a c i o n .  Baj o las h i p ô t e s i s de la p r o p o s i c i ô n  y el teorema 3 .1
es fâcil c o m p r o b a r  que u(x) £  0 , para todo X G fi.
Sea ent o n c e s  x® G fi, con d ( x ® ; D  £  = R, Y £
la s o l u c i o n  del p r o b l e m a  (P) c o r r e s p o n d i e n t e  al o b s t a c u l o  p en la 
bo la  B(x®;R).
De nuevo por r e s u l t a d o s  de c o m p o s i c i o n  se ti ene u(x) £  u(x), 
pa ra todo pu nto de la bola.
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Fin a l m e n t e ,  c o n a i d e r a n d o  el te orema 4.1 so bre en B ( x “ ;R)
se c o n c l u y e  la p r o p o s i c i ô n .|
Para estg tipo de e s t i m a c i o n e s  es po sible h a c e r  a q u î  ta m b i é n  
c o m e n t a r i o s  como los del c o r o l a r i o  4.1.
F i n a l i c e m o s  estos r e s u l t a d o s  o b t e n i e n d o  e s t i m a c i o n e s  cerca de 
là f r o n t e r a .
T e o r e m a  4 . 2 . "Sea u 6 * ( f i ) * (fi) la s o l u c i ô n  de
m a x { X u  - F ( D ^ u ,D u ,u ,x ) ,u-4) ” 0, pa r a  cas i todo x 6 fi 
Su p o n g a m o s  que e x i s t a  una c o n s t a n t e  p o s i t i v a  Y tal que
F( D^4 »D4»4',x) - X4 £  Y , para cas i todo x G fi,
asi, como que ^  x® G F y r >  sup 4j ^  ^  ^  tai es que
4(x) = 0 £ n  F Q  B(x® , r) e n t o n c e s , u(x) - 4(x ) ,  en
fi n  B(x® ;s) , con s * r  - a^p 4^^^^"-
D e m o s t r a c i ô n . Al igual que en el teorema 4.1 c o n s i d e r e m o s  u - u-4 
que v e r i f i e s
max{ Xu - L ^ ' ^ u  + X4 - F ( D ^ 4 , D4 , 4*, x) , 0 } = 0, p a r a  casi  todo
X G fi
Fo r m e m o s  la func io n b a r r e r a  local
V (x)
( |x-x® I - s) , si I x-x® I >8
SI  x-xX ®  <
- 9 9 -
T a l  f u n c i o n  v e r i f i e s ,  r e p i t i e n d o  c a l c u l o s  ant e r i o r e s ,
X Vg(x) - L " ' ^ V g ( s )  + X 4 ( x )  - F ( D ^ 4 . D 4 . 4 »x ) £  0, para c . t.x 6 fi, 
y en la f r o n t e r a  F se tiene
si I x-x® I £  r , Vg(x) £  - (r-s)^ = -sup 4 = inf (-4) £
£  û(x)
si I x-x® I < r ,  Vg(x) £  0 = u(x)
F i n a l m e n t e ,  p r o p i e d a d e s  de c o m p a r a c i o n  c o n c l u y e n
1
0 = V g ( x )  £  u(x) = u(x) - 4 ( x )  £  0, si x 6 B ( x ® , s ) f )  fi. ^
La o b t e n c i o n  de e s t i m a c i o n e s  sob re  el con.junto de c o n t i n u a c i o n  
[u < 4] r é s u l t a  bas ta nte ma s c o m p l i c a d a ,  s in e m b a r g o  es p o s i b l e  al 
m e n o s  e n c o n t r a r  una c a r a c t e r i z a c i o n  t o p o log i c a .
2
T e o r e m a  4 . 3 . " S u p o n g a m o s  qu e F es con exo , y que F (D ip ,D>p ,i' , x )  - 
-X4 £  0, pa r a  casi todo pu nto de fi. S u p o n g a m o s  t a m b i é n  que 4 > 0
en F , e n t o n c e s  el conj unto £u < 4] = {x 6 fi : u(x) < 4 (%)} es
c o n e x o . (D onde u G '°°(fi) H  ’ (fi) es la s o l u c i o n  de
m a x { X u  - F ( D ^ u  , D u ,u ,x ) ,u ~ 4 } = 0, para casi todo  x G fi)". 
D e m o s  t rac ion
En e f ecto, si [u < 4] no es cone x o  e x i s t i r a  una c o m p o n e n t s  
conexa,  U de [u < 4^ , c o n t e n i e n d o  a un ent o r n o  de F.
Sea e n t o n c e s  u' o t r a  c o m p o n e n t s  conexa de [u < 4] «
— loo —
Es cla ro  que en U ' la funcion u v e r i f i c a r a
X u ( x )  - F (D u(x) ,Du(x) ,u(x) ,x) = 0,
Por otra par te ,9U' e s t a r â  c o n t e n i d a  en V o en [u = 4]« pe ro  C£ 
mo U' es una c o m p o n e n t s  c o n e x a  de [u < 4j d i s t i n t a  de U a la 
fuer za  9 U' C  » Es decir,
X4(x) - F ( D ^ 4 ( x ) , D 4 ( x ) , 4 ( x ) , x )  £  0 = Au(x) - F ( D ^ u ( x ) ,D u ( x ) ,u ( x ) ,x)
para casi todo x G U',
4(x) = u(x), para todo x 6 9 U ' ,
luego, por el lema 3.2 del c a p î t u l o  II se tiene el ab s u r d o  
4(x) £  u(x) < ip(x) , para todo x G ü'.^
La c a r a c t e r i z a c i o n  t o p o l o g i c a  del c o n j u n t o  [u = 4] es bas tan 
te a r t i f i c i o s a .  (En H. Bréz i s  |1 6 | se pue d e  e n c o n t r a r  como [u * 4]
es conexa, baj o h i p ô t e s i s  muy r e s t r i c t i v a s { N=l, y para caso concrete
F ( D ^ u ,D u ,u ,x) = Au + Xu) .
§5. EL ERR O R  DE P E N A L I Z A C I O N
Lema 5.1 . " Ba.jo los s u p u e s t o s  del te o r e m a  1.3 se v e r i f i e s
(5.1) Il (Ue-'^'>^IL 1 E - F(D^4,D4,4,x) I L
sien do  u^ . la s o l u c i ô n  del p r o b l e m a  p e n a l i z a d o  (Pg.)".
— loi —
D e m o s t r a c i o n .  Sea x® 6 fi, tal que l ( u_-4)(x®)| = || u_ - 4 11
G C(fi)
S in p é r d i d a  de g e n e r a l i d a d  p o d e m o s  s u p o n e r  que x® 6 fi y 
( uy-4)(x°) > 0, pues en cas o  c o n t r a r i o  (5.1) r é s u l t a  e l e m e n t a l .
La e c u a c i ô n  p e n a l izada p u e d e  e s c r i b i r s e  en la forma
(5.2) X(Ug.-4) - [F(D^u^,DUg.,Ug.,x) - F ( D ^ 4 , D 4 , 4 , x ) ]  + (Ug.-4)
= - A 4  + F ( D ^ 4 , D 4 , 4 , x ) , 
lueg o c o n s i d e r a n d o  el p r i n c i p i o  de J.M. Bon y j | se tiene
u ,4
lim sup ess (X(u ~4 )(x®) - L (u - 4 ) (x)) £  0,
X + X®
es deci r, Vn > 0 y 6 > 0 ta ies que
u .4
(5.3) sup ess (X ( u - 4 )  - L (u -4)) > -n
B ( x “ ,Ô) ^ c
E n t o n c e s  de (5.2) y (5.3) d e d u c i m o s
inf ess ( B (u -4) + X4 - F(D^4,D4.4^,x) ) < n 
B ( x “ ;5) ^ ^
y e n t o n c e s
- Il X4 - f ( d ^ 4 , d 4 , 4 , x )  I L  + inf B^(u^-4) £  n,
B ( x “ ;5) ^
o b t e n i ë n d o s e  (5.1) de la c o n t i n u i d a d  en x® y de las d e f in ic ione s 
de 3g. d a das en el c a p î t u l o  11.^
- 1 0 2  -
T e o r e m a  5. 1 . " Ba.jos las h i p ô t e s i s  de los teoremas 1*1 2   ^ ^ se ver if i-
(5.4) Il u-u II _  < e||X4 - F( D ^ 4 , D 4 , 4 , x )  Il
^ C(fi)
s iendo u la s o l u c i o n  del p r o b l e m a  (P) c o r r e s p o n d i e n t e  a v a l o r e s  g r a n ­
des de x " .
D e m o s t r a c i o n . Del lema 3.3 y de la des i g u a l d a d
2 2 
Xu - F(D u , Du , u , x) + 6g,(u-4) £  0 = Xu^. - F(D , DUg. , u^ . , x) +
+ Bg. (u^-4)
se deduce que u < u .
—  e
Como u,u^ 6 C(fi) po d e m o s  su p o n e r  sin pé rdida de g e n e r a l i d a d  
que X® 6 fi tal que (u^^-u) (x®) = ||Ug.-u|L, pues en caso contra^
rio (5.4) es trivial.
A lo largo de la d e m o s t r a c i ô n  e m p l e aremos la r e laciôn
2 2
(5.5) max{X(u-Ug.) -(F(D u. Du , u , x) -F(D u^ , DUg., Ug. , x) ) -
- 3g.(Ug-4) ; u-4) - 0,
para casi todo x 6 fi.
Ademâs, (u^ -4) ( x ® ) £  0, pues en caso contrar io,  por c o n t i ­
nu idad, e x istirîa un e n torno fi* de x®, tal que u(x) < uy(x) <




lim sup ess (-X (u -u) + X(u -u) - L ( u - u ) ) £  0,
X + x" ° ^ ^
X G fi’
es dec ir , Vri > 0 ^  6 > 0 ,  tales que
U , U g .
(5.6) sup ess (-X ( u - u )  - X(u-u ) + L (u-u )) £  -n
B ( x » ; 6 ) 0  fi* ° ^ ^ c
Ug,,U u , u ^
( r e c u ë r d e s e  que -L ( u - u )  = L (u-u )).
A h o r a  bi en , de (5.5) se d e dcue
2 2 
-g., V-, L. .J u,Du,u,x) - F(D i-g , -E
tanto (5.6) c o n d u c e  a
0 = X( u-u ) (x) - [f (D ^ , ,u ,x ) ^ u  ,Du u ,x)] Vx G fi'. y por
(5.7) inf (X(u ~u )(x)) £  n»
B ( x ® ; 6 ) Q f i '  ^
d e r i v a n d o s e  f a c i l m e n t e  una c o n t r a d i c c i o n  para  al g u n o s  v a l o r e s  n .
Por tanto, x® G fi es tal que (u^-u) (x® ) = || u^  ^-u 1 y
(uy-4 ) (x® ) £  0 .
C o n s i d e r e m o s  aho r a  el p r o b l e m a  (P) c o r r e s p o n d i e n t e  a val o r e s  
g r a n d e s  de X, de fo rma  que se p u e d a  e m p l e a r  el p r i n c i p i o  de Bony, 
y a s e g u r a r
Ug,U
lim sup ess (-3 (u -u) + X(u -u) - L ( u - u ) ) £  0,
X ^ X® ^ ^ ^ ^
X G fi"
d o n d e  fi" es un e n t o r n o  de x® en el que uy-u solo coma va l o r e s  
p o s i t i v e s .  ( R e c u ë r d e s e  que tom a n d o  fi" tal que (u^-u)(x) > 2e,
Vx G fi" b a s t a  con e x i g i r  X > - y  + 1, sin mas que o b s e r v e r  la de 
f i n i c i ô n  de 3^ , en el c a p î t u l o  II).
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Es d e cir, Vn > 0 Q. 6 > 0, taies que
Ug. ,u
sup ess (-3 ( u - u )  + X(u -u) - L ( u - u ) )  > -H, 
B ( x ® ; Ô ) O f i "  ^ ^ c
U g . U  U,Ug.
pero de n u e v o  -L (uy-u) - L (u-Ug.) , l l e g a n d o s e  a
u,u
(5.8) sup ess (- B_(u -u) - X(u-u ) +  L (u-u )) > -n*
B ( x ° ; 5 ) n O ' '  ^ ^ ^ ^
F i n a l m e n t e ,  si n p é r d i d a  de g e n e r a l idad p o d e m o s  s u p o n e r  que 
X® 6 [u < 4]* pues en ca s o  c o n t r a r i o  (5.4) se s e g u i r î a  de (5.1). 
Lu ego si c o n s i d é r â m e s  fi" s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o ,  la c o n t i n u i d a d  
de u-4 p e r m i t e  de (5.5) y (5.8) l l e g a r  a
(5.9) sup (“ B_(u -u) - B (u -4)) > -n
B ( x ® ; ô ) O f i "
A d e m â s  (uy-4) (x)  ? 0 en fi", pues en caso c o n t r a r i o  podrîaraos d e d ^  
cir de (5.9) una c o n t r a d i c c i o n  a n a l o g a  a la o b t e n i d a  en (5.7).
L u e g o  el s e g u n d o  s u m a n d o  del m i e m b r o  de la d e r e c h a  de (5.9) 
p u e d e  s u p o n e r s e  no i d e n t i c a m e n t e  n u l o  en B ( x ® ; 6 ) n  fi".
Por tanto
inf (B (u -u) + B_(u -4 )) £  n
B ( x ® ; 6 ) 0 f i "
y de ahî
inf (B_(u -u) - B ^ ( u - 4 ) ) £  n,
B ( x ® ; 6 ) 0 f i "
la c o n t i n u i d a d  en x® y la m o n o t o n i a  de Bg. , asî co m o  (5.1) c o n ­
c l u y e n  la e s t i m a c i ô n  (5.4).
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El te o r e m a  1.1 c o n f i r m a  la c o n v e r g e n c i a  u n i f o r m e  o b t e n i d a  en 
el t e o r e m a  1.1
E s t i m a c i o n e s  como las e x p r e s a d a s  en (5.4) son b a s t a n t e  u t iles 
en ;el e s t u d i o  de c u e s t i o n e s  a s i n t ô t i c a s .  (Una e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  de 
ese ti po de c u e s t i o n e s  p u e d e  e n c o n t r a r s e  en A. B e n s o u s s a n  - J . L .  Lions- 
- G .  P a p a n i c o l a u  |1 2 |).
- 106 -
N O T A S  DEL C A P I T U L O  II
(^ ) Una d e t a l l a d a  e x p o s i c i o n  de esa c l a s e  de i n e c u a c i o n e s  p u e d e  enco n 
t r a r s e  en G. D u v a u t - J . L .  L i o n s  |35|, A. B e n s o u s s a n - J . L .  Lio n s  
I 1 0 | , I 1 1 I, ,etc.
(^ ) Como se indico en la introduccion la r e g u l a r idad c o n c r e t a  de F no 
es por ah ora la c u e s t i o n  mâs impo r t a n t e .
(^) En lo que sigue, sal v o  m e n c i o n  c o n t r a r i a ,  e m p l e a r e m o s  el c o n v e n i o  
de s u m a c i ô n  del i n dice repet i d o .
(^) P a r a  una e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  ver H. B r ézis |1 7 |.
(^ ) Este m é t o d o  se debe a B e r n s t e i n  (una e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  pued e 
e n c o n t r a r s e  en O.A. L a d y z e n s k a j a  - V . A .  S o l o n n i k o v - N .N . U r a l ' c e v a  
|6 0|).
(^) Par a  o b t e n e r  esa r e g u l a r idad b a s t a  r e f e r i r s e  a la F y e m p l e a r  té£ 
n i c a s  como las s e n a l a d a s  en D. G i l b a r g - N . S .  T r u d i n g e r  |4 7 |.
(^ ) Un a e x p o s i c i o n  d e t a l l a d a  del m é t o d o  de c o n t i n u i d a d  p u ede encontrar^ 
se por ej e m p l o  en R. C o u r a n t - D .  H i l b e r t  |2 1 |, o en D . G i l b a r g  -N .S . 
T r u d i n g e r  |4 7 |.
(^ ) La idea de d é f i n i r  un p r o d u c t o  s e m i i n t e r i o r  en c u a l q u i e r  e s pacio
de B a n a c h  re al o c o m p l e j o  fue i n t r o d u c i d a  por G. Lumer. Mas adelaii 
te R.S. P h i l l i p s  |7o| e m p l e o  los p r o d u c t o s  s e m i i n t e r i o r e s  de Lumer 
pa ra  c a r a c t e r i z a r  los g e n e r a d o r e s  de los s e m i g r u p o s  lin e a l e s  fuer- 
te m e n t e  c o n t i n u e s  de c o n t r a c c i o n e s . F i n a l m e n t e ,  la e x p r è s  ion (2.4) 
d e n o t a d a  por x(x,y)  fue e m p l e a d a  por M. H a s e g a w a  |4 9 | como la 
mas util  pa ra c a r a c t e r i z a r  esos g e n e r a d o r e s .  La n o t a c i o n  [ , es
d e b i d a  a M.G. Crand a l l ,  m i e n t r a s  que la r(x,y) es d e b i d a  a K.
S a t o .
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(^ ) En r e a l i d a d  se d e b e r î a  pe dir X £  -M pero lo o m i t i m o s  pu es  X esta
d e s t i n a d a  a ser no n e g a t i v e .
10
( ) R e c u ë r d e s e  que X^ -+■ cte cuando  e 0 (ver lema 1.3).
(  ^^ ) Por [v < 4] r e p r e s e n t a m o s , como es habit u a i ,  el c o n j u n t o  en don
de se r e a l i z a  la d e s i g u a l d a d  e s t r i c t a  en tre v y 4-
12
( ) El e m p l e o  de las t e cnicas de los o p e r a d o r e s  a c r e t i v o s  en e c u a c i o ­
nes no c u a s i l i n e a l e s  fue i n t r o d u c i d o  por S. P l i s k a  |7 1 | , en el e£
tu dio de la e c u a c i ô n  de Bell ma n.
(^^) Sin p é r d i d a  de g e n e r a l i d a d  hem o s  s u p u e s t o  X £  - M + 1 .
(^*) O b s ê r v e s e  que G £  4 £  4^ »
(^^) Par a no ser r e i t e r a t i v o s  o m i t i m o s  la o b t e n c i ô n  de taies r e s u l t a ­
dos, cu ya d e m o s t r a c i ô n  es de igual n a t u r a l e z a  que la d e s a r r o l l a d a  
en el c a p î t u l o  I o en el a p a r t a d o  2 y 3.
C A P I T U L O  III
P R O P I E D A D E S  DE E X T I N C I O N  F I N I T A  P A R A  A L G U N O S  
P R O B L E M A S  DE E V O L U C I O N .
1. I N T R O D U C C I O N  Y R E S U L T A D O S  P R E L I H I N A R E S
En est e c a p î t u l o  se e s t u d i a  el c o m p o r t a m i e n t o  p a r a  i n s t a n t e s  gra n 
des, de f u n c i o n e s  que v e r i f i q u e n  la e c u a c i ô n  d o b l e m e n t e  no l i n e a l
(1.1) Uj.(t,x) + B ( - F ( D ^ u ,Du ,u ,x )) 3  0 < t, X 6 fi,
es decir, que v e r i f i q u e n  u n a  e c u a c i ô n  de ev olue ion en la q u e  una no 
l i n e a l i d a d  a c t ô a  so bre un o p e r a d o r  que pu ede ser c o m p l e t a m e n t e  n o  l i ­
neal . En c o ncreto, m o s t r a r e m o s  ^ ô m o  para a l g u n a s  B, p u d i e n d o  i n c l ^  
so d e p e n d e r  de x, la f u n c i o n  u se e x t i n g u e  en t i e m p o  f i n i t o . esto 
es, g, T^ > 0, tal que u(t,x) = 0 ,  si t £  T ^ , pa r a  c a s i  todo
X 6 fi.
Al es t u d i o  de esta p r o p i e d a d  s o b r e  (1.1) se l l e g a r â  c u a n d o  ge ne- 
r a l i c e m o s  a l g u n o s  r e s u l t a d o s  e x p u e s t o s  en G. Dî a z - I .  Dîaz |28|. AlgjJ 
nas de es ta s g e n e r a l i z a c i o n e s  f u e r o n  a n u n c i a d a s  en G. Dîaz |25|.
Por tanto, p a r e c e  c o n v e n i e n t  e h a c e r  a l g u n o s  c o m e n t a r i o s  p r evios.
Sea fi un a b i e r t o  de , de f r o n t e r a  r e g u l a r  F, al que sçi 
p o n d r e m o s  a c o t a d o  s a lvo que se d i g a  lo co n t r a r i o ,  y c o n s i d e r e m o s  el 
s i g u i e n t e  p r o b l e m a
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(1.2)
Uj.Ct,x) +  3 ( - A u ( t , x > )  = 0 ,  0 < t, X e
u ( t , x ) = 0  0 < t ,  x G F ,
u(0, x )  = Ug(x) X 6 Û,
d o n d e  3 es una f u n c i o n  c o n t i n u a  no d e c r e c i e n t e  de R  so bre E, ta 1
que 0 = 3(0) (to da la e x p o s i c i o n  que s i g u e  es i g u a l m e n t e  v a l i d a  cuari
do 3 es un g r a f o  m a x i m a l  m o n o t o n o  de E ^ , tal que E(3) = D(3) = E
y 0 6 3(0)).
La e c u a c i o n  (1.2) a p a r e c e  en m u y d i v e r s e s  c o n t e x t e s ,  tales como 
p r o p a g a c  ion no l i n e a l  del calor, p r o b l e m s  de Stef an,  elast icida d con 
r o z a m i e n t o ,  etc. P a r a  a l g u n o s  cas e s  c o n c r e t e s  de 3, por e j e m p l o  
3 (r) = r ^ , (1.2) r i g e  v a r i e s  m o d e l o s  que ca e n  d e n t r o  de la P r o g r a m a -
ci o n  D i n a m i c a , po r lo que se e s t a b l e c e  a l g u n a  c o n e x i o n  con lo e s t u d l ^  
do e n ' c a p î t u l o s  a n t e r i o r e s .
La e c u a c i o n  (1.2) p u ede ser a b o r d a d a  en el m a r c o  de tecn i c a s  bien
d i s t i n t a s ,  v ê a s e  por e j e m p l o  O.A. O l e i n i k  |69l o W.A. St raus |78|.
Sin e m b a r g o ,  aq u î  e m p l e a r e m o s  la t e o r i a  a b s t r a c t s  de e c u a c i o n e s  de e v £  
l u c i o n  gofaernadas p o r  o p e r a d o r e s  a c r e t i v o s .  Una ex pos icion d e t a l l a d a  
p u e d e  e n c o n t r a r s e  en Ph. B e n i l a n  | 6 |, M.G. Gr and all |22|, L.C.
Eva n s  I 38 I, e t c .
En c o n c r e t e ,  (1.2) puede ser e s t u d i a d a  en v a r i e s  e s p a c i o s  funcio- 
nales, por e j e m p l o  en H^( n) , c u a n d o  la s u p o n e m o s  g o b e r n a d a  por el 
o p e r a d o r  m - a c r e t i v o  (*)
D(A) = {u 6H^(Sl) : -Au 6 L^(fi), g(-Au) G h \ q )}
Au = 3(-Au), si u G D(A),
—  1 1 0 “
o en L (0), m e d i a n te el o p e r a d o r  m - a c r e t i v o
D(B) = {u 6 l ” (îî) 0  H^CO) ; g(-Au) 6 L^Cfi) }
Bu = B(-Au), si u 6 D(B)
(para d e t à l l e s  de es te u l t i m o  r e s u l t a d o  pue de  c o n s u l t a r s e  Ph. Bên l l a n - 
K. H a  I 7 I , K. Ha | 4 8 1, Y. K o n i s M  | 53 | ) .
El e s t u d i o  de (1.2) en cad a une de est os esp a c i o s  p e r m i t e  una 
m e j o r  c o m p r e n s i o n  de sus p r o p i e d a d e s .  Asî, cuando c o n s i d e r a m o a  (1.2) 
go b e r n a d a  por A en H^(fl), a p a r t i r  del i s o m o r f i s m o  c a n ô n i c o  -A 
e x i s t a n t e  entre H^(n) y H ^ (£î) es p o s i b l e  r e l a c i o n a r l a  con la 
e cu a c i o n
v^(t,x)  - A 3 ( v ( t , x ) )  - 0, 0 < t, X e fi
(1.3) • 6 ( v ( t , x ) ) = 0 0 < t , X G r
v(0,x) « v^(x) X 6 fi ( ^ ) , (^)
a la que s u p o n d r e m o s  g o b e r n a d a  en H ^(fi) por el o p e r a d o r  m - a c r e t i v o  
(ver H. Brê zis |l4|)
D(C) = {v G H"\fi) n  L^(fi) : B(v) G H* (fi)), D(C) = H"^(«)
Cv - -A3(v) , si V  6 D(C).
Mas e x a c t a m e n t e ,  dado  G H ^(fi), tal que (-A) ^ v ^ G  D(A)
para  la que v G C ( [ 0 , + ” [; H ^(fi)) es la s o l u c i 6 n  de (1.3) co-
r r e s p o n d i e n t e , e n t o n c e s  la fu n c i ô n  u(t) * (-A)  ^ v(t) G C ( [0,+«°[; H^(fi) 
es la ûn ic a s o l u c î o n  de (1.2) a s o c î a d a  al dato i n i cial u^ = (-A)  ^ v^ 
(una e x p o s î c i o n  d e t a l l a d a  se e n c u e n t r a  en G. üîa z-I. Dxa z 128 ] ).
— I l l  —
De est a for m a  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  de (1.3) g o b e r n a d a  por C p u e -
den ser t r a n s m i t i d a s  a (1.2) g o b e r n a d a  por A. I l u s t r e m o s l o  con un
eje m p l o :  Es c o n o c i d o  que (1,3) t i ene la p r o p i e d a d  de p r o p a g a c i o n  f i n i - 
ta o del s o p o r t e  c o m p a c t e , en ef ecto, r e c o r d e m o s :
T e o r e m a  1 . 1 . (I. Dîa z |3 0 |): " S u p o n g a m o s  que fi no es a c otado, y sea
6 L (fi) tal que s o p o r t e  {x 6 fi : |x| ^  R}, para algun
R > 0. E n t o n c e s ,  si 3 v e r i f  ica
(1.4) r   d ^
L  r,
< + 0 0 Vr 6 E,
- 1
'o 3 (s)
el p r o b l e m s  (1.3) a s o c i a d o  ti ene una u n i c a  s o l u c i o n  f u erte en H *"(fi). 
A d e m â s , ^  K > 0, tal que
s o p o r t e  v ( t , . ) C ( x  6 fi : |x| < R + 2 K  / t } , Vt G [o ,t ]".^ ('^ )
Pues bi en, en v i r t u d  de la r e l a c i o n  senalada, tal p r o p i e d a d  es 
s a t i s f e c h a  t a m b i ê n  por (1.2).
T e o r e m a  1 . 2 . ( ): " Sea fi no aco t a d o ,  y Ug G D(A), tal que
Au^ G L°°(Sî) con s o p o r t e  ( x  6 fi : 1x1 ^  r ), pa r a  a l gun R > 0.
E n t o n c e s ,  si 3 verif  ica (1.4), el p r o b l e m s  (1.2) a s o c i a d o  tiene 
una uni c a  s o l u c i o n  f u e r t e  en H^(fi).
A d e m â s , K > 0 tal que so p o r t e  u (t ,.) C ( x  G ^
+ 2K /t}". Vt < T".
X < R +
B îBLIOTECA
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Dem o s  trac i o n . Sea fi = (x 6 fi : |x| _< R + 2K /T} y c o n s i d e r e m o s  s o ­
bre el los p r o b l e m a s  (1.3) y (1.2), y p r o c e d a m o s  f o r m a lmente.
Como v^‘ = -A ti ene s o p o r t e  c o m p a c t e  , - Au ( t , . ) t i ene s o ­
po rt e co mp act e,  ' Vt ^  T por el teoreraa 1.1, donde ü es la s o l u c i o n  
de (1.2) r e l a t i v e  a u^ en fi.
Su p o n g a m o s  ento n c e s  q u e ^  x^ ^ so porte (-A u (t ,.)), es dec ir.
u(t,x)
tal que - A u(s,x^) - 0, Vs ^  t. Pa ra  x^ se tend râ
ùj.(s,x^) + 3 ( - A u (s,x^)) - 0 « = >  ù^(s,x^) « 0, Vs < t,
por tanto u(s ,x^ ) = cte, Vs £  t. Pero u^(x^) - 0, lu eg o
u ( s , x ^ ) = 0 , V s £ t .
El teor em a ac ab a e x p r e s a n d o  que
u(t,x ), 0 < t ,  X 6 fi
0 , 0 < t, X G fi-fi
es la sol u c i o n  en todo fi de (1.2).^
La o b t e n c i ô n  del te o r e m a  1.2 via el te orema 1.1 es muy i m p o r t a n ­
te, puesto que el o p e r a d o r  A en H^(fi) sob r e  (1.2) no a d m i t e  resul^
tados de c o m p a racion, y esta es una h e r r a m i e n t a  f u n d a m e n t a l  en el e s ­
tudio de p r o p i e d a d e s  como las s e n a l a d a s  en los teore ma s 1.1 y 1.2.
S in embargo, es p o s i b l e  e s t a b l e c e r  ese tipo de r e s u l t a d o  so bre
(1.2), d i r e c t a m e n t e , si le s u p o n e m o s  g o b e r n a d o  por B en L (fi), ya 
que este o p e r a d o r  si a d m i t e  la p o s i b i l i d a d  de c o mparar sol u c i o n e s .  En 
efecto, v e a m o s l o  de una fo rma mSs general .
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T e o r e m a  1 . 3 . " Sea A un o p e r a d o r  a c r e t i v o  en L (fi), m o n o t o n o  en 
L^(fi), y tal que R(I +  XA) = L*(fi), VX > 0.
Sea, por ot r o  la d o , g : fi x R  ------*■ E  tal que para casi todo
X e fi
D^(g) 3  ^ ^ 3(x,r) es m o n o t o n a  u n î v o c a .
E n t o n c e s . gA es T - a c r e t i v o  en L™(fi)". (^).
D e m o s t r a c i o n . D a d o s  f., f„  G L™(fi), sean u . = (I + XgA,)
i A 2 2 ^ A X
X > 0 (i=l,2), s î e n d o  Ag = (fi)xL (fi)^ con lo que u^ G L^(fi)
Por tanto, G L^(fi), con ^u^,v^] G (i=l,2), ta ies
que pa r a  casi todo x G fi
î .(x) - u^(x)
X ■ -V-, V .
Po r otro lado, los o p e r a d o r e s  co mo  A ver if ican la r e l a c i o n
(1.5) — ----- ?---   = g(x , V  . (x) ) , i=l,2, C )
(1.6) I si g n  (u^-Ug) (|u^^-Ug|-k)^(v^-Vg) ^  0
v| ui,Vil G A, k ^  0 y |r| = r ^ + r  (ver K. Ha |48|).
R a z o n a n d o  por a d h e r e n c i a ,  (1.6) es t a m b i ê n  v a l i d a  para A ^ , y 
h a c i e n d o  k = Il ( ^  i ~ ^ 2 11 œ  deduc e, de la e x p r e s i o n  (1.6) c o r r e ^
p o n d i e n t e ,
(1.7) P  si g n  (uj-u^) ( |uj^-U2 I - || (f i 2 ^ ^  11  ^^  1 * ’^ 2 ^ -  °
d o n d e  fi = {x G fi : | ( u j - U2) (x) | > || ( f j 2 ^  ^  11 œ  ^  •
A h o r a  bien, c u a l q u i e r  x G fi solo p u e d e  d e t e r m i n e r  una de esta s 
p o s i b i l i d a d e s
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i) (u^-u^) (x) > IKf 2^^1ioo sign (uj^-u^) Cx) - +1
Ademâs como II  ^^  i ~^2 ^ ^  I ^ ®® tiene
(u^-Ug)(x) > ( f g ) ( x ) , y de (1.5) se concluye
' VgCx) > Vj(x)
ii) - ( u j - U 2)(x) > II (f i-£2^^lioo si gn (uj^-U2) (x) - -1, y como
II ^^l~^2^^lloo -  - ( f ^ - ^ 2 ^ ^ * ^  se tiene (u^-Ug) (x) < ( f j - f 2)(x)
y ahora (1.5) c o n c l u y e
Vj(x) > V 2 (x) .
Por tanto, sign (u J-U2) (x) ( | (uj-U2> (x) ] - |1 Cf j-f 2)^lloo)^('Vj-V2) (x)<0 
para casi todo x 6 fi, pero entonces de (1.7) se deduce que À tiene
medida nula, luego para casi todo x G fi, | (u^-Ug) (x) | < || ( f 2 11 » * f
Teorema 1 . 4 . "Sea A un operador como en el teorema 1.3 2
g : fi X E  ---- *"P(E) tal que para casi todo x G fi, g(x,r) es un
grafo maximal monotono verificando ademâs que si s 6 E  ^  v 6 L (fi) 
tal que s 6 g(x,v(x)) para casi todo x G fi.
Entonces, si el operador A verifies alguna de estas propiedades;
a) Vf G L°°(fi) y X > 0 existe como mucho un u G L (fi) , tal 
que u + X gAu 3  f,
b) VM ^  0, el conjunto {u G D(A) : ||u ||^  + Il Au 11 M es relati-
mente compacte en L (fi),
podemos concluir que g A es T-acretivo en L (fi), si no es vacio".
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D e m o s t r a c i o n .
a) S i g u i e n d o  la e x p o s i c i ô n  de K. Ha |48j, bajo las a n t e r i o r e s  hipo- 
tesis, si f G R(I + XBA) y = (I + Xg^A)  ^i ento n c e s
------- *- (I + X g A)  ^f en a(L*(fi), L^(fi)), cu ando e +0, don
de g^ es la a p r o x i m a c i o n  Y o s i d a  de g,
Por tanto
(1.8) |j ((I + X g A ) " ^ f  l-(I + X g A ) " ^ f 2 ) ’^ ll„ < lim 11 ( d + X g ^ A ) " ^ f  1 -
E lo
- (I + X 6 ^ A ) ' ‘ f2) ’^ ||. < |l(£i-f2) + ||„, VX > 0, 
por el t e o r e m a  a n terior.
b) S i g u i e n d o  i g u a l m e n t e  la r e f e r e n d a  senalada, sa b e m o s  que ex iste 
un fi ltro {e^}^ tal que pa ra 1 0
u = (I + X g  A ) "^f  (I + X g A ) “ ^f para f G L “ (fi), X >0 ,
por tanto, b a s t a  con r e p e t i r  (1.8) para ese f i l t r o .^
La c o m p a r a c i o n  de s o l u c i o n e s  es e n t o n e e s  fâcil de obte ne r.
C o r o l a r i o  1 . 1 . " Sean u^(t) (i=l,2) las s o l u c i o n e s  i n t é g r a l e s  de
du.(t)
(1.9)--------  ^ --- + g Au. (t) 3  f (t) ^
"i(0) = "oi
Si u^ j^  ^  u^2 L (fi), y par a cas i todo t 0, f ^ ( t ) £  f^tt) ^
L (fi) e n tonces Uj(t) < U 2 (t) ejn L™(fi), Vt 2  0"-
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D e m o s t r a c i o n . Como 3A es T - a c r e t i v o  en L (fi) s i g u i e n d o  las p r o p o s ^  
clones 1.27 y 1.28 de Ph. B ë n ilan ] 5 |, se tendrâ  para casi todo 
t > 0
Il (Uj Ct)-U2('t))’^ ll^ 2  II (Uj C 0 ) - U 2 ^ ° ) ) ^ I L  +
I  4>^(fj(T) - ' Uj(T) -U2(T))dx+
'G
+ *(x+)\y) - (p(x)
donde aquî (}>(.) * || (. ) || y * (y ,x) = lim ----------r--------  .
Xlo -
Como (x + Xy)^ £  x^ + Xy*,
llCx+Xy)"^!!^ < llx"^  + X y ’^ H'„, 1 H ^ ^ I L  + l^ly'*’II
<|)g(f 1 (x)“ f 2^"^^ »“ l  ^ -
<l>(uj (t)-U2 (t)) + X<J>(f j (T )-f2 (T))-(|)Cuj C t ) - U2 (t))
-  X '
es decir,
Por tanto || (u j ( t )- U 2 ( t ) )'*’|| ^  5  1| (u ^ (0)-Uj (0) ) ^  || ^  , con lo que
Uj(t) _< UgCt) en L (fi), Vt 2  0-| (^) •
Inclu so  es po s i b l e  co ncluir c o m p a r s e i o n e s  de la s o l u c i ô n  con sub 
y supersoluciones, esto es, con f u nciones que s a t l s f a g a n  el p r oblems de 
Cauc h y  abstract o (1.9) por m i n o r a c i ô n  o m a yoraciôn. En concre to , para 
el p r o b l e m a  (1.2) gober n a d o  por B en L (fi) que v e r i f i e s  los teoremas
1.3, 1.4 y el co rolario 1.1 se tiene
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C o r o l a r  io 1 . 2 . (G. Dîaz- I. Dxaz | 2 8 1 ) : " Sea 6 D ( B) ^  y_ u
la s o l u c i o n  cor r e s p o n d i e n t e  . Sean. por otra parte , u ^  6 W ( 0 , +°° ; L (fi))
1 oo
con Au^ G (0,+ ; L (fi)), taies q u e :
du .
(t,.) + B ( - A u^(t,.)) = f.
u ^ (t,x) = g.(t ,x)
u ^ ( 0 ,x) •= u^^(x)
. ) , pa ra casi todo t > 0, en
L (fi)
, para casi todo (t ,x) 6
G [0 ,+ ™ [ x
, para casi t odo X G fi.
8 l 1  0 1 82 Z "ol : "0 i " o 2
para todo t > 0 y para ca si
todo X G fi".^
S i g u i e n d o  e n t o n c e s  las t ê cnicas u s u a l e s  (vêase I. Dxaz |3 0 |) es 
p o s i b l e  l l e g a r  d i r e c t a m e n t e  a un r e s u l t a d o  como el en con trado en el te2 
rema 1.2 .
T e o r e m a  1 . 5 . (G. Dîaz- I.  Dxaz 12 7 |). " Sea fi no a c o t a d o  y u^ G D ( B ) ^  
tal q u e , s o p o r t e  u^ d  (x G fi : |x| 2  R ^ , para algun R > 0.
Enton c e s ,  si B v e r i f i e s  (1.4) el p r o b l e m a  (1.2) a s o c i a d o  a d m i ­
te una u n ica s o l u c i o n  (en el s e ntido de los s e m i g r u p o s  no l i n e a l e s ) 
tal que
so porte u ( t , . ) C  <x 6 fi : |x| < R + K^(T) + K 2 (T).t>,
Vt G [0,t ]".. (^)
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Los r e s u l t a d o s  de los t e o r e m a s  1.2 y 1.5 tien e n  i m p o r t a n c i a  en 
otr o s  tipos de pr o b l e m a s ,  por ej e m p l o  en c i ertas e c u a c i o n e s  h i p e r b ô d  
cas no lin e a l e s  de la forma u^^ - Au +  B(u^) 3  0 (ver G. D u v a u t -  
J . L . L i ons I 35 I ) ./
T a m b i ê n  es p o s i b l e  t r a n s m i t l r  al g u n a s  p r o p i e d a d e s  de (1.2) a (1.3)
En efe ct o, a p r o v e c h a n d o  que (1.2) p u e d e  ser e s t u d i a d a  en L (fi), y 
por ta nto se t i e n e n  r e s u l t a d o s  de c o m p a r a c i ê n ,  se p u e d e  o b t e n e r  la si. 
g u i e n t e  pr opiedad.
T e o r e m a  1 . 6 . (G. Dîaz -I . Dî az  |2 8 |): "Sea u^ 6 (fi) tal que
Au^ G L (fi) 2  u G C ( [ o , + “ [ ; L (fi)) la s o l u c i o n  de (1.2) c o r r e s p o n - 
di ente. Ent o n c e s  una c o n d i c i o n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  p a r a  la e x i s t e n - 
cia de T^ > 0, tal que u(t,x) - 0, para  casi todo x G fi, pa ra 
todo t 2  T g , es que 
r+1
(1.10) Ir ‘ _ ü _  
J-i e(')
Pero como a d emâs (1.2) p u e d e  ser e s t u d i a d o  en H^(fi) es p o s i b l e 
t r a n s m i t i r  la a n t e r i o r  p r o p i e d a d  de e x t i n c i ô n  f i n i t a  a (1.3) g o b e r n a d a  
por C en H \fi) .
T e o r e m a  1 . 7 . (G. Dîaz-I. Dîa z |2 8 |): " Sea v^ 6 H ^(fi) L^(fi) tal 
que (-A)  ^ v^ G L (fi) %  v la s o l u c i o n  c o r r e s p o n d i e n t e  de (1.3). 
E n t o n c e s ,  la h i p o t e s i s  (1.10) es una c o n d i c i â n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  
pa ra la e x i s t e n c i a  de T^ > 0, tal que u (t ,x ) ■ 0, para casi todo 
X 6 fi, Vt > T^".
En la d e m o s t r a c i o n  del t e o r e m a  1.7 se e m p lean  t a m b i ê n  ot r o  tipo
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de p r o p i e d a d e s  d i s t i n t a s  a la del i s o m o r f i s m o  can d n i c o  -A entre
y H ^(fi), taies como  efe c t o s  r e g u l a r i z a n t e s , tr uncacion, etc.
T a m b i ê n  es p o s i b l e  o b t e n e r  el teore ma  1.7 pa ra G L^(fi) con p tal
que max { ,  y  } < p £  + <» .
Como f a c i l m e n t e  se obs erva, las h i p o t e s i s  (1.4) y (1.10) p e r m i t e n  
e s t a b l e c e r  una c l a s i f i c a c i o n  en este tipo de pro blemas. Ello ha sido 
profundizado en I. Dî az | 3 2 1 .
En el a p a r t a d o  que s i gue nos o c u p a r e m o s  de g e n e r a l i z a r  el teorem a
1.6 a otras s i t u a c i o n e s  (^^) ( ^).
2. E X T I N C I O N  EN T I E M P O  F I NITO PA RA E C U A C I O N E S  P A R A B O L I C A S  CON UN A NO 
L I N E A L I D A D  SOB R E  O P E R A D O R E S  E L I P T I C O S .
Como ya se ha ind ic ado , nu es t ro p r i n c i p a l  ob jet ivo es m o s t r a r  la 
p r o p i e d a d  de e x t i n c i ô n  en tie mpo  finito  para alg unos p r o b l e m a s  no con- 
s i d e r a d o s  en la s e c c i ô n  anteri or . Por tanto, con el fin de s i m p l i f i c a r  
la e x p o s i c i ô n  o m i t i r e m o s  en algunos casos los re s u l t a d o s  de e x i s t e n c i a  
y c o n s id e r a r e m o s  f u n c i o n e s  que "a pr i o r i "  v e r i f i q u e n  taies pro blemas.
Sea fi un abi e r t o  ac o t a d o  de de frontera regular F y
c o n s i d e r e m o s  el p r o b l e m a
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(2.1)
Uj.(t,x) + B(x, - A u ( t , x ) ) 3  0 Ct,x) e ] 0 , + « [ x  fi
3u
9n
(t,x) + Y ( u ( t , x ) )  3  0 (t ,x) 6 Jo,+«»[ X fi
u(0,x) = UgCx)
don d e  B es una a p l î c a c î ô n  de fix E  en P ( E )  v e r i f i c a n d o ;
i) pa ra casi todo x G fi,r B(x,r) es un grafo m a x i m a l  m o n Ô t o n o
de E  , con 0 G B(x,0)
ii) para todo s G E, ^  v 6 L (fi), tal que, par a ca s i  todo x 6 fi
s = B ( x , v ( x ) ).
La i n t e r v e n c i ô n  de x en la no l i n e a l i d a d  B p e r m i t e  a m p l i a r  el
campo  de a p l i c a b i l i d a d  de la e c u a c i ô n  (1.2). Por éj emplo, el s i g u i e n t e
p r o b l e m a  que ap a r e c e  en co n t r o l  t ë r m i c o  (vêase G. D u r a n t  - J.L. Lions  
|35|l
u^(t,x) ■ min { A u(t,x), i)^ (x) }, en ] 0, +<»[ x fi
(2.2) u(t,x) - 0 , en ] 0, + “>[ x T
u(0,x) ■ u^(x) , en fi
pu ede ser form u l a d o  en têr m i n o s  de (2.1), si c o n s i d e r a m o a  
. E, si r = 0
Y(r)
0 ( c o n j u n t o  vacîo), si r f 0,
- 4>(x),
B(x,r)
r £  -i|^Cx) 
r > -#(x)
(algu na s p r o p i e d a d e s  de la e c u a c i ô n  (2.2) s e rân e x p u e s t a s  en I. Dîaz  
|33|).
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Si Y es un gra f o  m a x i m a l  m o n o t o n o ,  con 0 G y(0), e n t o n c e s  el 
p r o b l e m a  (2.1) a d m i t e  una s o l u c i o n  u G * (]0, +  «> [ x fi) (1 
n  L (]o, + “>[ , H^(fi)) tal que Au 6 L (]o, +<»[ x fi), para cada 
u^ G D(B.Y ) con
D ( B , y ) = {<!) g  L (fi) O  H^(fi) ; + Y(<I>) 3  0, en casi  todo pun to
de r ,
y ^  w G L (fi) tal que w  G B ( . , A(()) , en casi todo pun to  de fi}
A d emâs, si Y es l i neal e i n v e c t i v a  tal s o l u c i o n  es un ica (para de ta- 
lles v ê a s e  K. Ha |4 8 |). Pa r a  es tas c o n s i d e r a c i o n e s  son v â l i d a s  los r e ­
s u l t a d o s  de c o m p a r a c i o n  de la s e c c i ô n  an terior.
Por tanto, en todo lo que sig ue c o n s i d e r a r e m o s  s ô l a m e n t e  este  t£ 
po de graf o s  y » Y ®sî m i s m o  s u p o n d r e m o s  por c o m o d i d a d  que B es u n î - 
v o c o . Los r e s u l t a d o s  que se e x p o n d r a n  son i g u a l m e n t e  v â l i d o s  pa r a  el c^ 
so m u l t î v o c o  de B .
E x p o n g a m o s  p r i m e r a m e n t e  un r e s u l t a d o  para el caso  en que B ( % , r ) 
sea c o n s t a n t e  en x.
T e o r e m a  2 . 1 . " Sea u^ G D ( B » y ), 2  la s o l u c i ô n  de (2.1) c o r r e s p o n ­
d ien te . E n t o n c e s .  u n a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  pa ra la e x i s t e n ­
cia de T^ > 0, tal que u ( t ,x) = 0, para casi todo x G fi,
Vt 2  T ^ , es que
r+1 ,
(2.3) *i: B(s)
D e m o s t r a c i ô n . B a s t a r â  seguir, con a l g u n a s  m o d i f i c a c i o n e s  la p r u e b a  del 
te orema 1.6. A tal fin n e c e s t a r e m o s  un r e s u l t a d o  de c o m p a r a c i ô n  so br e
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(2.1), lo que se e s t a b l e c e r â  en ca da caso, e m p l e a n d o  el c o r o l a r i o  1.1 
N e c e s i d a d . Sin p ê r d î d a  de g e n e r a l i d a d  p o demos su p o n e r
i:'I Blf)- ■ "
y u^ 2  0, con u^ $ 0. D e b i d o  al c o r o l a r î o  1,1 b a s t a  con c o n s t r u i t  
una s u b s o l u c i o n  u, tal que ^ ( t , x )  ^ 0, Vt > 0,
Sean, ento n c e s ,  R > 0, k > 0 y 6 fi, ta ies que u^(x) > k
pa ra x 6 B( x^,2R) C  C  fi* C o n s i d e r e m o s  una fu n c i ô n  6 C^(fi) tal que
<j^ (x) = 0 pa ra |x-x^| > 2R,
Y  £  'i'(x) £  k y - A<|/(x) 2  0» pa r a  jx-x^] £  R,
0 £  ij'(x) £  Y  y - A^(x) £  0, para R < |x-x^| £  2R
Por otro  lado, sea q ; ] 0, l]  *- [o, +  " [  u n â  f u n c i ô n  e s t r i c t a m e n
te d e c r e c i e n t e  da da por
q(z) - #  j BCQs) '
d on d e  9 es una c o n s t a n t e  p o s i t i v a  por d e t e r m i n a r . E n t o n c e s ,  la f u n c i o n  
< J ) ( t ) = q ^ ( t )  satisf a c e :  <j>( t ) > 0 ,  Vt 2  0, ij)(0) = l y
<j)' (t) - - 6(9 4(t)) Y  , si t > 0
F i n a l m e n t e  la f u n c i o n  u “ <Kt) . 'jj(x) es un a s u b s o l u c i o n , p a r a  9‘ 
s u f i c i e n t e m e n t e  gran de,  pu e s  se tien e
a) u^(t,x) + 6(-A u (t ,x) ) « <J(* (t)ii)(x) + B(-()»Ct) . A^(x) = f (t ,x) 
tonde f(t,x) £  -6 (9  <|>(t]
|x-XoI £  R X 6 fi y
d o n ) * ^ * Y  + 6(-<|)(t) Aii)(x)) £  0 en
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f(t,x) £  6 (-<!>( t)Av|^) £  0 en R < |x-x^|, x G fi
b ) -|^ (t,x) =  (}>(t) . (x) = y(0), (t,x) 6  ] 0 ,«0 [ X  fi
c ) ji(0,x) = 4>(0) • 'l’(x) £  k £  u^ (x) , para x G B( x^,2R); en
en resto la d e s i g u a l d a d  es trivi al .
C l a r a m e n t e ,  el c o r o l a r i o  1.1 c o n c l u y e  que e n t o n c e s  u no tiene 
e x t i n c i ô n  en tiempo  fini to .
S u f i c i e n c i a . De nue vo,  sin p é r d i d a  de g e n e r a l i d a d  p o d e m o s  su p o n e r  que 
u^ 2  0 y b a s t a r â  con c o n s t r u i r  una s u p e r s o l u c i ô n  u que tenga la pro 
p i e d a d  de ext inc iôn.
Sea e n t o n c e s  el p r o b l e m a  de a u t o v a l o r e s
-A x = \X en fi
(2.5)
9n r
d o n d e  i d e n t i f i c a m o s  el gra f o  y con la pend ien t e la r e cta que d é t e r m i ­
na .
Del t e o rema de M.G. K r e i n  - M . A .  R u t m i n  se d e d u c e  la e x i s t e n c i a  de 
un a u t o v a l o r  > 0 y una a u t o f u n c i ô n  x ® C^(fi) 0  C*(fi) que satis fa
cen (2.5), asî como la de 6^ tal que 0 < 8^ £  x ( % )  < 1 en fi. (^^)
F o r m e m o s  por otro lado la f u n c i ô n  q : [ o , + ™ [ dada por
■ I sfîy • °
Esta  fu n c i ô n  c l a r a m e n t e  es c r e c i e n t e ,  ade mâs  sin p ë r d i d a  de gene 
r a l i d a d  p u e d e  s u p o n e r s e  que es s u p r a y e c t i v a ,  sin mâs que m o d i f i c a r  B
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a d e c u a d a m e n t e  fue r a  del i n t e r v a l o  ] - || B ^  , || B ^ [ ai ello
f u e r a  n e c e s a r i o  (^^). Por tanto, la f u n c i o n  q ^ s a t i s f a c e
(q ^ ( z ) )* = BCq ^ ( z ) ), Vz > 0.
De f i n a m o s ,  f i n a l m e n t e
*(t)
d o n d e  es una c o n s t a n t e  p o s i t i v a  por d e t e r m i n e r .
Co n todo, la f u n c i o n  u(t, x) ■ (f>(t) . x(%) Una s u p e r s o l u c i ô n
pu es  ;
i) Uj.(t,x) + 6(-A u( t,x)) 2  4*'(t) +  B(-«|>(t) Ax(x) ) 2
2  - ( ( q " ^ ) ’ ( ^ o G ^ ( T ^ - t ) ) )  + B((q’ S  ( X ^ e ^ ( T ^ - t ) ) )  - 0 en 
]0, + ® [ x  fi
i i )  “ -4>(t) . -|^ (x) - *(t) . Y x (x) " Y u ( t,x), en
]o ,  +  « [ x  r
iii) ïï(0.,) . KO) . x(=) i x V  > ll"JL> «.(«)
o o
si se toma 2  9^ ll"oH J  '
o o
E m p l e a n d o  e n t o n c e s  el c o r o l a r i o  1.1 se c o n c l u y e  la e x t i n c i ô n  en 
t i e m p o  fi nito de la s o l u c i ô n .^
El t e o r e m a  a n t e r i o r  p u e d e  ser e x t e n d i d o  al caso en que 6 d e p e n - 
de de x .
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C o r o l a r i o  2 . 1 , " Sea G D C B / y ) ;  Z  u la s o l u c i ô n  de (2.1) c o r r e s ­
p o n d i e n t e  .
Se t i e n e n  los s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s :
1) ^  gra f o  m a x i m a l  m o n ô t o n o  de (0 ) = 0 , tal que
pa ra ca si todo x G fi |B ( x ,r) | > |Bj(t) |, %  Bj v e r  if ica
(2.3), e n t o n c e s  u tie n e  e x t i n c i ô n  en ti empo f i n i t o .
2) ^  ^  B 2 grafo m a x i m a l  m o n ô t o n o  de E ^ , 62(0) = 0 , tal que
pa ra ca si  todo x G fi, |B(x,r)| < |B2 (c) | z  ^2 v e r i f i c a
(2.4), e n t o n c e s  u no tiene e x t i n c i ô n  fini t a  (si u^ ^ 0 ) " . ^
C o n t r a r i a m e n t e  a lo que s u c e d e  par a c o n d i c i o n e s  de c o ntorno de 
tipo Di r i c h l e t ,  aquî no es p o s i b l e  e s t a b l e c e r  la p r o p i e d a d  de e x t i n c i ô n  
en tiempo finit o s o bre el p r o b l e m a
(t ,x) - A B(v(t,x)) 9 0 , 0 < t, X G fi,
(2.6) lâlziijLZlI + Y ( v(t,x)) 5 0 , 0 < t, X G r.
v(0,x ) = v^(x) X G fi,
a t r avês de los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  sobre (2 .1), ya que no se tiene la
bue n a  r e l a c i o n  e x i s t a n t e  en el caso Di r i c h l e t .  Sin embar go,  par a a l g u ­
nos gr afos y es p o s i b l e  e s t a b l e c e r  la e x t i n c i ô n  fin ita sobre (2 .6). 
Por eje m p l o  c o n s i d e r e m o s  la s i g u i e n t e  s i tuaciôn.
T e o r e m a  2 . 2 . " S u p o n g a m o s  que B es una f u nciôn cr eciente, c o n c a y a , 
v e r i f i c a n d o  (2.3) y  B(0 ) = 0 .
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Sea 6 L*”(fi) , y(r) * g(r) , 2 v la s o l u c i ô n  c o r r e s p o n d i e n t e
de (2.6) s e g u n  la t e o r i a  de s e m i g r u p o s  no line a l e s  en L^(fi).
E n t o n c e s , ^  > 0, tal que v(t,x) = 0, p a r a  c a s i  t o d o
X 6 0, Vt 2  T^".
D e m o s t r a c i o n . P r o c e d e r e m o s  de una m a n e r a  formal.
Sea n = B ^ , y s u p o n g a m o s  sin p i r d i d a  de g e n e r a l i d a d  q u e  
lim B(x) = + «>, con lo que es p o s i b l e  e s c o g e r  f > 0 a u f i c i e n t £
X ->+ 00
m e n t e  g r a n d e  para que se te ng a
(2.7) n(B(f^)e^) > ||u^(L .
donde 0^ es la c a n t i d a d  p o s i t i v a  tal que 0 < 8^ £  x(x) < 1 en fi, 
si endo X la f u n c i ô n  que s a t i s f a c e
- A x  = Ax en fi
- = X an r
se gun se vio en la d e m o s t r a c i ô n  del t e o r e m a  2.1 (A^ > 0).
E s c o j a m o s  f(t) v e r i f i c a n d o  la e c u a c i ô n  
{
f'(t) + A^ B(f(t)) = 0,
(2.8)
f(0) - f^.
c l a r a m e n t e  f t i e n d e  h a c i a  cero  en ti empo fi nito.
H a g a m o s  f i n a l m e n t e
v( t,x) = n ( B ( f ( t ) ) x ( x ) )  
que c l a r a m e n t e  v e r i f i c a  v(t,x ) “ 0, Vt £  (pa ra un > 0)
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Entonc es , se ti en e
a) v^( t, x) - A 8 ( v ( t , x ) )  = n * ( B ( f ( t ) ) x ( x ) ) . 3 ' ( f ( t ) )  .f'(t) . x(x) -
(2 .9) - 6(f (t))Ax (x)  = g, (T)(B(f (t))x (x )))  (f (t)) . f ’ (t) . x(^) +
+ B ( f ( t ) ) x ( x ) •
A h o r a  bie n, B ( f ( t ) ) x ( x )  £  B(f(t)), p u esto que 6^ £  x(%) £  1. 
luego n ( B ( f (t ) )x ( x ) ) £  f(t), y como B es c ô n c a v a  se tiene que B ' 
es d e c r e ciente, con lo que B *(h (B ( f (t ) ) . x ( x ))) £  B ' (f(t)).
F i n a l m e n t e ,  como f' £  0, se tiene
_________ f'(t) . f'(t)
B ’ ( n ( B ( f ( t ) ) . x ( x ) ) )  -  B'(f( t))  '
R e c o r d a n d o  (2.8), c o n c l u i m o s
v^(t, x) - A B ( v ( t , x ) )  > + B ( f ( t ) ) X ^  X(x) = 0
para (t,x) G J 0, +«>[ x fi,
b) - = - ^ ( M l ( .t))x(x ))  = B(f(t)) x(x) = Y( v ( t , x > ) ,
para (t,x) G ] 0, + «o [ x F,
c) v(0,x) = n( B(ip) . x(x)) 2  n( B(fq) 8g) 2  I|v^ ||^  > v^(x) Vx G fi
Los r e s u l t a d o s  de c o m p a r a c i ô n  d e d u c i d o s  de la T - a c r e t i v i d a d  en 
del o p e r a d o r  que s u p o n e m o s  g o b i e r n a  (2.6) c o n c l u y e  el teorem a.^
C o n s i d e r e m o s ,  f i n a l m e n t e ,  la s i t u a c i ô n  mâs ge n e r a l  e x p r e s a d a  por
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(2 .10)
o por
u ^ (c,x) + B ( x , A u ( t , x ) )  = 0, Ct,x) 6 ]0, +oo[ X 0
u(t,x) - 0
u(0,x) - u^(x)
(t,x) 6 ] 0, + œ [  X r
X 6 fi
(2 .1 1)
Uj.(t,x) + B ( x , A u ( t , x ) )  '“ G 
+ Y ( u ( t , x ) )  - 0,
Ct.x) 6 ] 0, + “ [ X fi
(t,x) 6 ] o ,  + « [  X r
X 6 fi
don d e  A es un o p e r a d o r  d i f e r e n c l a l  de s e g u n d o  o r d e n
u(0,x)  = u^(x)
A* - - Ajj + «i + », (»)
con a . . , a j , a ^  G L (fi), t a ies que
(2 .1 2)
ij. j (x) C 2  a 1^1^, p a r a  ca s i  todo x G fi, Ç G ,
c o n s t a n t e  p o s t i v â r  a^^ = a^^ 
a^(x) 2  0» p a r a  ca si tod o  x 6 fi.
Bajo las c o n s i d e r a c i o n e s  que se han h e c h o  a lo l a rgo de es te a p a £  
tado  es p o s i b l e  a b o r d a r  los p r o b l e m a s  (2.10) y (2.11) por la teor la de 
e c u a c i o n e s  de e v o l u c i ô n  g o b e r n a d a  por o p e r a d o r e s  a c r e t i v o s  en L (fi), 
s i g u i e n d o , por e j emplo, los r e s u l t a d o s  de K. Ha | A 8 | •
Ademâ s,  so bre este tipo de p r o b l e m a s  se p u e d e n  r e p e t i r  los raz<o 
n a m i e n t o s  e x p u e s t o s  sob r e  (1.2) y (2,1) p u esto que la v e r s i o n  del t e o ­
re ma de K r e i n - R u t m a n  que empleantos en la d e m o s t r a c i ô n  del teor ema  
2.1 es v a l i d a  al c o n s i d e r a r l a  s o b r e  la s i t u a c i ô n  d e s c r i t a  por (2.11).
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Por tanto, po d e m o s  c o n c l u i r  los s i g u i e n t e s  re sultados:
T e o r e m a  2 . 3 . " Sea u^ 6 L*”(fi) , tal que el p r o b l e m a  (2,10) ( r e s p e c t i v e  
me n t e ) ,  el p r o b l e m a  (2 .11) a d m i t a  una s o l u c i ô n  u en el s e n tido de los 
s e m i g r u p o s  no l i n e a l e s  en L ( Q ) , y sea B un gr afo no d e p e n d i e n t e  de
X .
E n tonces, una c o n d i c i o n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e  para la e x i s t e n ­
cia de T^ > 0 , tal que u(t,x) = 0 , pa ra casi todo x 6 fi, Vt 2  T g , 
es que B v e r i f i q u e  (2.3)".^
C o r o l a r i o  2 . 2 . " Se an u^ G L (fi) u como en el e n u n c i a d o  del t e o r e ­
ma 2.3, y sea B dep end  ien te de x .
Se tienen los s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s :
1) ^  2  gra fo  m a x i m a l  m o n ô t o n o  de , Bj(O) = 0 , tal
que pa ra casi todo x G fi | B ( x , r) | 2  l^l^c)! %  B^ v e r i f i ­
ca (2.3), ent o n c e s  u tiene e x t i n c i ô n  en tiempo f i n i t o .
2) Q ^2 grafo m a x i m a l  m o n ô t o n o  de R ^ , 82(8) = 0 , tal
que para casi todo x G fi | B ( x ,r) | £  |B2 (r) | %  Bg ver if i-
ca (2.4), ento n c e s  u no tiene e x t i n c i ô n  finita (si
%  f
E st os  u l t imes r e s u l t a d o s  p e r m i t e n  una g e n e r a l i z a c i o n  que tra n £  
m i t e  la p r o p i e d a d  de e x t i n c i ô n  fin it a sobre  p r o b l e m a s  que gu a r d a n  a l ­
guna r e l a c i o n  con los e s t u d i a d o s  en los c a p i t u l e s  I y II.
(2.13)
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En c o n c r e t o  c o n s i d e r e m o s  el s i g u i e n t e  p r o b l e m a
Uj.(t,x) +  BC-F (D^u , D u , u, x) ) = 0 Ct,x) 6 ]0, + <» [ x fi
u( t^x) ■ 0 (t,x) 6 ] 0, + » [  X r
u(0, x)  - u^(x) X 6 fi,
2
d o n d e  F : IR^ x x R  x fi
es una fu n c i o n  re gular, por e j e m p l o  de c l a s e  C , v e r i f i c a n d o
i) una h i p o t e s i s  de e l i p t i c i d a d  (^^)
9F
9p —  ( p , q ,r , x ) Ç ,Ç . 2  ® |Ç| » 6 R ^ , p a r a  a l g C n  n u m é r o
ij 3
real 6 > 0 y todo p 6 R ^  , q 6 R ^ , r 6 R,  x 6 fi
ii) F ( 0 , 0 , 0 , x )  = 0, ¥x G 15 (^^) .
iii) l o F ( p , q , r , x ) I , | D ^ F (p ,q ,r ,x)j £  M  V ( p , q , r , x )
iv) (p,q, r, x) £  0, V ( p , q , r , x ) .
Si s u p o n e m o s  que B es una f u n c i o n  c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i a b l e  
de R  en R  ta 1 que
(2.14) B es no d e c r e c i e n t e ,  6(0) = 0, y
sup ( l6(x) 1 +  |6'(x) I) < «
X 6 IR
enton c e s ,  el o p e r a d o r
(2.15) D(E) - G W ^ ’P(fi) 0  W ^ ’P(fi), p a r a  p > n )
E (J> = B(-F(D^«|),D<J>,(|),x ) )
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es ac ret ivo en L (fi) (ver L.C . Eva ns |3 7 1), y por tanto p e r m i t e  es tu- 
diar (2.13) en e s t e  e s p a c i o  f u n c i o n a l .
R e c o r d a n d o  la e x p o s i c i ô n  del c a p î t u l o  II es p o s i b l e  la r e l a c i ô n
- F ( D ^ u ,D u ,u ,x) = A" u(x) = -aY. u (x) + aV(x) u (x) +
iJ x^Xj
+ a^ (x) u(x)
don d e
aV .(x) = [ ( tD^u , tDu , tu ,x) d t ,
io 3Pij
aV(x) = -f (tD^u , tDu , tu ,x) dt
i
a"(x) = -f -|y ( tD^u , tDu , tu ,x) d t .
Con lo que r a z o n a n d o  s o b r e  el o p e r a d o r  a '^ como  en los resulta_ 
dos a n t e r i o r e s  es p o s i b l e  c o n c l u i r  el s i g u i e n t e  crit e r i o .
T e o r e m a  2 . 4 . " Sea u^ G L (fi) tal que el p r o b l e m a  (2.13) a d m i t e  una
s o l u c i ô n  u en el s e n t i d o  de los s e m i g r u p o s  no l i n e a l e s  en L (fi). 
Ento n c e s ,  si 3 v e r i f i c a  la h i p o t e s i s  (2.3), e x iste T^ > 0 tal que 
u(t,x) = 0, pa r a  ca s i  todo x G fi, Vt £  T^".^
Como  ya c o m e n t a m o s  en o t r a  parte , om it imos los d e t a l l e s  sobr e 
la e x i s t e n c i a  de la s o l u c i ô n  u, s u p o n i e n d o l a  como h i p ô t e s i s .  En c u a £  
q u i e r  caso el r e c i e n t e  t r a b a j o  de L.C. Eva n s  - P.L. L i o n s  |4 0 1 nos 
a c er can bas t ante a ellos.
El e s t u d i o  de esta y de otr a s  p r o p i e d a d e s  sobre el p r o b l e m a  de 
e v o l u c i ô n  a s o c i a d o  a las e c u a c i o n e s  e s t u d i a d a s  en los c a p î t u l o s  a n t e ­
r i o r e s  se ran o b j e t o  de un p r o x i m o  trabajo.
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NOTAS DEL C A P I T U L O  III
(^) Este  es un r e s u l t a d o  no p u b l i c a d o  de H. Brêzis.
(^ ) La i m p o r t a n c i a  de la e c u a c i ô n  (1.3) es muy gr ande. D i v e r s e s  a u t o r e s
la h a n  e s c o g i d o  como b u e n  e j emplo al e x p l i c a r  la teorla a b s t r a c t a  
de s e m i g r u p o s  no lin e a l e s  (Ph. B ê n i l a n  | 6 |, L.C. Ev an s ) 3 8 1 . Ell a 
a p a r e c e  en f e n ô m e n o s  de mu y d i v e r s e  n aturaleza: p r o b l e m a  de Ste fan ,
en el flu jo en m e d i o s  por osos, m o d e l o s  b i o l ô gicos, etc. De un a m a ­
ne r a  mu y l l a m a t i v a  a p a r e c e  en un fen ô m e n o  que se p r o d u c e  i n m e d i a t a -  
m e n t e  d e s p u ê s  de una e x p l o s i c ô n  n u clear, e x a c t a m e n t e  en la c o n d u c ­
tion calorif i c a , que a c o m p a n a n d o  a la en e r g i a  l i berada, se p r o d u c e  
por radiac i ô n ;  en al la  la c o n d u c t i v i d a d  tê r m i c a  es una f u n c i ô n  de 
la t e m p e r a t u r a .
(^ ) Los d e t a l l e s  de el i s o m o r f i s m o  c a n ô n i c o  en tr e H^(fi) y su dual 
H *(fi) p u e d e n  e n c o n t r a r s e  en H. B r êzis |1 4 |.
(^) Por s o l u c i ô n  fuer t e  e n t e n d e r e m o s  una s o l u c i ô n  que es d e r i v a b l e .
(^ ) El te o r e m a  1.2 es fr uto de una c o n v e r s a c i o n  con H. Brê zis .
(^ ) D i r e m o s  que un o p e r a d o r  A es T - a c r e t i v o  en un e s pacio de B a n a c h  X 
si ve ri f ica :
don d e  u^. U g  6 D(A), ^1*^2 ® ^ taies que
u^ + X A u j  3  i=l,2 con X > 0
(^ ) O b s ê r v e s e  que como A es un m - a c r e t i v o  en L (fi), A es m a x i m a l
2
m o n ô t o n o  en L (fi), pues
R(I + XAg) - R(I+X A )^  = L” (fi)^ = L^(fi).
(®) Para los c o n c e p t o s  de s o l u c i ô n  int e g r a l  env i a m o s  a Ph. B ê n i l a n
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1 5 i -  Este  c o r o l a r i o  es una senc ilia c o n s e c u e n c i a  de los res ultados 
de esa r e f e r e n d a .
9
( ) Al c o n t r a r i o  que en la d e m o s t r a c i ô n  del teorem a 1.1 aquî si es po s £  
ble c o n s t r u i r  una s u p e r s o l u c i ô n  que sal ve la d i s c o n t i n u i d a d  que se 
p r é s e n t a  en el o r i g e n  al t r a b a j a r  con funciones radial es.
La p r o p i e d a d  de e x t i n c i ô n  en ti empo finito para al g u n o s  p r oblemas 
que se p u e d e n  a b o r d a r  por la teo ria de se m i g r u p o s  no lin e a l e s  fue 
e s t u d i a d a  de una m a n e r a  a b s t r a c t a  por I. Dîaz |3 1 |. En con creto  
para (1.2) con 3 n e c e s a r l a m e n t e  m u l t î v o c o  en el orig en.
11 '( ) Ot ros a u t o r e s  han e s t u d i a d o  la p r o p i e d a d  de e x t i n c i ô n  fi nita por
e j emplo E.S. S a b i n i n a  |7 4 |, Ph. B ê n i l a n  - M .G. C r a n d a l l  | 8 |, etc.
(  ^^ ) La v e r s i ô n  que aquî se u t i l i z a  se ha tornado de H. A m a n n  | 2 |.
(^ ^ ) Basta raz o n a r  como en K. Ha |4 8 |.
(^^) C o n s i d e r e m o s  de n u evo el conv e n i o  de s u maciôn del I n dice repeti do.
(^^) Se pu ede d e b i l i t a r  la h i p ô t e s i s  sin c o n s i d e r a r  el caso uni f o r m emen
te elîpt ic o.
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FE DE E R R A T A S
P â g i n a  L î n e a  Dice Debe dec i r
5 7 v(x) v(y)
21 14 - / ^  a\
21 17 = I d  G IR
33 8 = { = min{
42 2 = I d  6 B
62 15 ||XD^ u  I 1|X Dull
63 2 b"u l “ u
V
86 3 Xv-F( D^ V , Dv , V , X ) X v-F( v , 0v , v , x° ) >_ 0
94 ■ 5 (2.7) (3.7)
95 8 Y Y > 0
100 13 N=1 N=2
103 8 X(u^-u) X ^ (u^-u)
120 13 X Î2 X n, i|)(x) > 0
122 12 J
130 10 Ü (^®) Q
132 17 X, X, reticulado.
En la pag. 76, lînea 2, a partir de: "...lema 1,2;" se pretends hacer el siguiente 
comentario: "ademas por regularizacion podemos suponer F de class c'” con lo 
que empleando de nuevo los metodos de enfundadura descritos en D.Gilbarg-N.S.
Trudinger |471 podemos suponer u^ G C**(fi)".
A1 final del Capîtulo II se hacen algunas referencias a ese mismo Capitulo obvia- 
mente las llamadas son sobre el principio del mismo.
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